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SCIENTIFIQUES 


L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE 


SUR TA 
RÉDUCTIBILITÉ DES SYSTÈMES AUTOMORPHES 


DONT LE GROUPE D’AUTOMORPHIE 
EST UN GROUPE CONTINU FINI SIMPLEMENT TRANSITIF 


Par M. Ernest VESSIOT. 


Introduction. 


1. L’extension des idées de Galois aux équations différentielles 
ordinaires linéaires, telle qu’elle a été faite par M. Emile Picard (') 
et poursuivie par l’auteur (?), repose sur la rationalité des transfor- 
mations linéaires homogènes qui changent tout système fondamental 
d’intégrales en un autre. Elle suppose donc que toutes les constantes 
numériques (soit réelles, soit complexes, suivant le point de vue 
analytique adopté) font partie du domaine de rationalité dans lequel 


on opère. 


(1) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1884. Voir aussi le Traité ad? Ana- 
lyse de M. E. Picard, t. 3, Chapitre XVII. Ce Chapitre a fait l’objet d'une brochure éditée 
en 1936 par la librairie Gauthier-Villars, et ayant pour titre : /nalogies entre lu théorte 
des équations différentielles linéaires et la théorie des équations algébriques. 

(2) Thèses de la Faculté des Sciences de Parts, 1892. 


Ann. Ec, Norm., (3), LVII. — Fasc. 1. 
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Dans un article récent (.') M. Elie Cartan a insisté sur ce fait, et 
rappelé qu'il avait depuis longtemps (*) posé la question de savoir ce 
qui subsisterait des résultats de la théorie ainsi fondée, si on laissait 
tomber cette hypothèse. Le présent travail répond à cette question en 
ce qui concerne l’existence et les propriétés des groupes de ratio- 
nalité (*). 

J'y traite, plus généralement, des systèmes différentiels auto- 
morphes (*) dont le groupe d’automorphie est un groupe continu 
simplement transitif (*). Le nombre des variables indépendantes est, 
de plus, supposé quelconque. 

Cette étude s'applique immédiatement à l'équation linéaire d'ordre m 


dm y di vy 
(1) Gin + Pil?) Ge He Pal t)y = 0. 

Celle-ci devient, en effet, quand on prend pour inconnues les élé- 
ments y,, ..., y, d'un système fondamental d’intégrales, un système 
automorphe dont le groupe d’automorphie est le groupe linéaire homo- 
gene général (°) 


(2) Mid) (Cr Pet, Dec ban D). 


Kt il suffit de considérer comme inconnues, en même temps que les y;, 


(1) Commentaru mathematict Helvetici, t. A1, 1937, p- 9-25. 

(7) Revue du mois, t. 17, 1914, p. 445. 

(3) Les résultats en ont été donnés, partiellement, dans les Comptes rendus de l’Aca- 
dénie des Sciences de Paris, le 20 mars 1939 (t. 208, p. 875). | 

(+) Suivant une dénomination que j'ai introduite autrefois (4nn. de l'Éc. Normale sup., 
série 3, t. 21, 1904, p.10 12; deta Mathematica, t. 28, 1904, p. 308), un système d’équa- 
lions, finies ou différentielles, est dit automorphe si ses diverses solutions se déduisent 
de Pune quelconque d’entre elles par les transformations d’un groupe, effectuées sur les 
inconnues. Ce groupe est le groupe @automorphie du système. Je l’avais appelé groupe 
associé au système; d’autres auteurs disent groupe fondamental. 

(5) Un groupe continu fini est dit sumplement transitif s'il y a une transformation du 
groupe, et une seule, qui change un point, arbitrairement donné, en un autre point arbi- 
trairement donné : cela s'exprime analytiquement par le fait que le nombre des para- 
mètres de la transformation générale du groupe est égal au nombre des variables, et que 
ses équations sont résolubles par rapport aux paramètres. 

(") Comme on le fait dans le calcul tensoriel, j'emploierai couramment la notation 

n 
Uyb9(%=1, 2,..., n) pour désigner la somme > Te DD 


Oat 
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a, 
placer ce système automorphe par un autre, à m? inconnues, dont le 
groupe d’automorphie sera simplement transitif, car il s’obtiendra 
en adjoignant aux équations (2) celles qu’on en déduit en y rem- 


plaçant successivement les y; et les y; par les dérivées y”, yi", 
aur 1.72, ..., MI. 


Tiens h ors =e 
leurs dérivées y\"(h — à, 2, D Mar f= Tk, oo), pour rem- 


On traitera, du reste, au n° 24, un exemple relatif à une équation 
linéaire homogène du second ordre. 
Quant au système linéaire homogène du premier ordre, à m incon- 
nues | dont l'équation (1) est un cas particulier ], 
dy; 


ay ap take ae (a, L==1, 2, ..., m), 


il devient un système automorphe quand on prend pour inconnues 


les mm’ éléments y, (Ch, 11,2, 1, m), de m solutions indépen- 
dantes 
ae Vo Via, a or sig eke More UN a oo ONE 


Le groupe d’automorphie est simplement transitif : il s'obtient en 
remplaçant, dans les équations (2), les y; et les y; successivement par 
les y;; et les y;;, pour J = 1, 2, ..., m; de sorte qu’il est holoédri- 
quement isomorphe au groupe linéaire homogène général (2). 


2. Ma nouvelle théorie, dont la méthode est entièrement différente 
de celle de Galois, est fondée sur une étude préliminaire des sous- 
systèmes X du système automorphe S considéré, c’est-à-dire des sys- 
temes d'équations, finies ou différentielles, dont toute solution appar- 
tient à S, mais qui n’admettent pas toutes les solutions de S. Cette 
étude met en évidence les sous-systèmes, que j'appelle principaux, 
qui sont automorphes et ont pour groupes d’automorphie des sous- 
groupes g du groupe d’automorphie G de S. Ces sous-systèmes princi- 
paux se distribuent en classes : ceux qui constituent une de ces classes 
se déduisent les uns des autres par les diverses transformations 
de G, et les solutions de S se partagent entre eux. 


Comme dans I’analyse de la réductibilité des équations différen- 
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tielles ordinaires linéaires que j'avais faite dans mon mémoire cou- 
ronné de 1902 ('), le fait essentiel qui permet de caractériser le mode 
de réductibilité des systèmes automorphes S considérés ici est que tout 
sous-système © rationnel donne naissance à des sous-systèmes princi- 
paux rationnels, appartenant à une même classe, et que les solutions 
de X se répartissent entre des sous-systémes principaux (rationnels 
ou non) faisant partie de cette classe. Mais la constatation de ce fait 
et le moyen d’obtenir ces sous-systèmes principaux rationnels sont ici 
beaucoup plus aisés. 

Cela tient à l'introduction du groupe simplement transitif H, récr- 
proque (?) du groupe d’automorphie G de S, et des transformations 
obtenues en remplaçant les paramètres, dans la transformation géné- 
rale de H, par des fonctions des variables indépendantes. Celles de ces 
transformations qui laissent S invariant forment un groupe K, holoé- 
driquement isomorphe à G, que j'appelle le groupe d’invariance de S. 
Il joue, pour S, le rôle d’un second groupe d’automorphie : les solu- 
tions de S résultant de l’une quelconque d’entre elles par les diverses 
transformations de K, et le passage d’une solution donnée de S à une 
autre solution donnée se faisant par une seule transformation de K. 

Tout sous-système principal de S a, de même, outre son groupe 
d’automorphie g, sous-groupe de G, un groupe d'invariance k, qui est 
un sous-groupe de K ct qui est holoédriquement isomorphe à g. De 
plus, tous les sous-systemes principaux d’une mème classe ont le 
même groupe d’invariance, tandis que leurs groupes d’automorphie 
sont seulement des sous-groupes homologues de G. 

Tout sous-groupe # de K est groupe d’invariance pour une classe de 
sous-systèmes principaux. Si # est le plus grand sous-groupe de K 
qui laisse invariant un sous-système donné &, il définit ainsi une 
classe de sous-systèmes principaux que j'appelle les adjoints de X. 
Les solutions de Ë se répartissent entre certains de ses adjoints. 

Si Sest rationnel, il y a, dans la classe de ses adjoints, des sous- 


(1) Sur la théorie de Galois et ses diverses généralisations : _/anales de L'École Normule 
supérieure, Série 3, t. 24, 1904, Chap. Ul, p. 29. 

(>) Les groupes simplement transitifs s'associent en couples de groupes, dits réciproques, 
tels que toute transformation S d’un groupe simplement transilif quelconque et toute 
transformation T de son réciproque sont permutables : c'est-à-dire que Von à ST = TS. 
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systèmes rationnels. Tels sont ceux dont une solution a un point 
rationnel : j'entends par là que si æ,, ..., x, sont les fonctions 
inconnues, et£,, ..., ¢, les variables indépendantes, il existe un système 
de valeurs rationnelles des ¢, pour lesquelles les a;, dans la solution 
considérée, prennent des valeurs rationnelles. C’est la le lemme fon- 
damental sur lequel est fondée notre analyse de la réductibilité des 
systèmes S considérés. 


4. Ce lemme est établi dans l'hypothèse où les équations du groupe 
d’automorphie G sont rationnelles par rapport aux variables et aux 
paramètres, et résolubles rationnellement par rapport à ceux-ci (le 
mot rationnel étant pris avec le sens qu'il a dans l’algebre élémentaire). 
Ces conditions sont manifestement remplies dans le cas des équations 
et systèmes différentiels ordinaires linéaires. 

Le domaine de rationalité contient, par définition, les variables 4, 
et .x;, ainsi que les indéterminées qui interviennent comme paramètres. 
Comme constantes numériques, il ne contient obligatoirement, a 
priori, que les nombres réels rationnels (au sens élémentaire du mot), 
tant négatifs que positifs (zéro compris). 

Il peut contenir, en outre, des fonctions de t,, ..., t, données; 
mais cela entraine alors qu'il doit contenir aussi leurs dérivées, et 
les valeurs numériques prises par les unes et les autres pour des 
valeurs numériques quelconques des ¢,, appartenant déjà au domaine 
de rationalité. 

Les équations du système S considéré doivent faire partie du 
domaine de rationalité. Elles sont de la forme 


AUS NÉ Ie ae) | CA ee; Oy ming, VON el AE 
ot; ; 


— 
or 
— 


les Ÿ;; étant les coefficients de x transformations infinitésimales indé- 
pendantes 
Of 


—— D Deck 6 fal PONE 
ODy (a J 


(6) Dy fre TE 
du réciproque H du groupe d’automorphie G. Vu les hypothèses faites 
sur les équations de G, on peut supposer que les ¢;,; sont rationnels. 
Si les Ayi(t,, ..., ¢,) n’appartenaient pas, d’emblée, au domaine de 
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rationalité choisi, il faudrait les y adjoindre, dans les conditions indi- 
quées ci-dessus. 


5. Le mode de réductibilité propre à un système S rationnel donné 
est caractérisé par le plus grand sous-groupe 4, du groupe d’invariance 
K de S qui laisse invariants tous les sous-systèmes rationnels de S. 
J'appelle ce groupe #,, en conséquence, groupe spécifique de S. Les 
sous-systémes principaux de S qui ont ce groupe spécifique 4, pour 
groupe d’invariance sont dits sous-systèmes spécifiques. 

Il résulte de ces définitions que les solutions de tout sous-système 
rationnel Z de S se répartissent entre des sous-systèmes spécifiques, 
rationnels ou non. Je démontre, et c’est la le point capital, qu'il y a 
toujours des sous-systèmes spécifiques rationnels. Tels sont ceux dont 
une solution a (au sens indiqué plus haut) un point rationnel. Ce ne 
sont pas, du reste, en général, les seuls, comme je le montre sur un 
exemple (n° 24). 

Si l’on appelle conjuguées deux solutions de S telles que l’on passe 
de l’une à l’autre par une transformation du groupe spécifique, on peut 
dire que tout sous-système rationnel de S qui admet une solution par- 
ticulière de S admet aussi ses conjuguées : de sorte qu’au point de vue 
de la détermination des diverses solutions de S par des systèmes ration- 
nels, chaque solution est inséparable de ses conjuguées. 

Chaque famille de solutions conjuguées (deux à deux) forme 
l’ensemble des solutions d’un sous-système spécifique, et réciproque- 
ment. Les solutions d'une telle famille s'échangent donc entre elles, 
non seulement par les transformations du groupe spécifique #,, mais 
aussi par celles du groupe d’automorphie g du sous système spécifique o 
dont elles sont les solutions. 

Si ce sous-systeme 5 est rationnel, g sera dit le groupe de rationa- 
lité relatif à chacune des solutions de la famille et celles-ci seront dites 
des solutions primitives de S. A l'égard de ces solutions et de ce groupe 
a lieu, en effet, le théorème suivant, auquel il est naturel de donner le 
nom de théoréme de Galois. 

« Pour qu'une fonction rationnelle de x, ..., 2p, Lines 
réduise a une fonction rationnelle de 4, ..., ¢, quand on y remplace 
(Ti, ..., æ,) par une solution primitive de S, il faut et il suffit qu’elle 
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se réduise à la même fonction de ¢,, ..., ¢, quand on y remplace 
(2, ..., æ,) par cette solution et par ses diverses conjuguées. » 

Le mot rationnel indique ici que les fonctions en question appar- 
tiennent au domaine de rationalité considéré. 

Comme les diverses conjuguées d’une solution primitives’obtiennent 
en lui appliquant les diverses transformations du groupe de ratio- 
nalité g qui lui est relatif, on peut dire, plus rapidement. 

« Pour qu'une fonction rationnelle (') des éléments d’une solution 
primitive de S ait une valeur numérique rationnelle, il faut et il suffit 
qu'elle admette numériquement le groupe de rationalité relatif à cette 
solution. » 

On pourrait, du reste, remplacer, dans cet énoncé, le groupe de 
rationalité relatif à la solution considérée par le groupe spécifique de S. 

Il convient d'observer que, pour une solution de S non primitive, on 
peut encore affirmer qu’une fonction rationnelle de x,, ..., +,; 
t,, ...,t, ne se réduit à une fonction rationnelle de ¢,, ..., ¢, quand 
on y remplace (x,, ...,æ,) par cette solution que si elle se réduit à 
la même fonction de ¢,, ..., t, quand on y remplace (x,, ...,æ,) par 
les conjuguées de cette solution. Mais cette condition n’est plus alors 
suffisante. C’est ce que nous vérifions sur l’exemple du n° 24, 
déjà mentionné. 


6. Si toutes les constantes numériques appartiennent au domaine de 
rationalité considéré, tous les points de toute solution de S sont 
rationnels. Toutes les solutions de S sont donc alors primitives, et tous 
les sous-systèmes spécifiques sont rationnels. Le «théorème de Galois » 
s'applique, par suite, à toute solution de S: de sorte que la théorie 
exposée donne alors l’exacte généralisation des principes sur lesquels 
Galois a fondé sa théorie des équations algébriques. 


7. Bien que cela dut accroître très sensiblement l'étendue de ce 
mémoire, je l’ai rédigé de manière à le rendre accessible à des lecteurs 
n’ayant sur les groupes de transformations que les notions les plus 


(*) Il est ici sous-entendu que les variables indépendantes peuvent intervenir dans les 
coefficients de cette fonction rationnelle, pourvu que ce soit sous forme rationnelle. 
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élémentaires. C’est ainsi que j'ai repris, par une méthode qui me parait 
nouvelle, la théorie des groupes simplement transitifs. 

J'espère que la simplicité des idées qui m'ont guidé dans l’analyse 
de la réductibilité des systèmes automorphes considérés n’en sera pas 
moins manifeste ('). 


I. — Sur les systèmes automorphes dont le groupe d’automorphie 
est simplement transitif. 


|. Définition des systèmes automorphes considérés. — Suivant une 
dénomination que j'ai introduite autrefois (*), un système d'équations, 
finies ou différentielles, est dit automorphe, si ses diverses solutions se 
déduisent de l’une quelconque d’entre elles en y effectuant, sur les 
inconnues, les substitutions ou transformations d’un groupe, lequel 
est dit groupe d’automorphie du système. 

Nous considérerons dans ce travail les systèmes automorphes diffé- 
rentiels dont le groupe d’automorphie est un groupe continu fini sim- 
plement transitif (*). Nous désignerons un tel système par la lettre S 
et son groupe d’automorphie par la lettre G. 

Soient ¢,, ...,t, les variables indépendantes, æ,, ..., x, les fonc- 
tions inconnues. Soient, d'autre part, 


ip) Bi (49 Lass eae (UES IE x8. 20172) 


(1) Je rappelle, en terminant cette introduction, que j'avais montré, dès 1894, que les 
idées de Gallois s’appliquaient aux Systèmes automorphes considérés ici, aussi bien qu'aux 
équations différentielles ordinaires linéaires; et, par suite, indirectement à tous les svs- 
tèmes de Lie, voir Annales de la Faculté des sciences de Toulouse, L. Vl, mémoire 4 
(Sur les systèmes d'équations différentielles du premier ordre, qui ont des svstèmes fon- 
damentaux d’intégrales). 

(2) Sur la théorie de Galois et ses diverses généralisations, /nnales de L'École Normale 
supérieure, (3), 21, 1904, p. 10 à 1% : Sur l'intégration des systèmes différentiels qui 
admettent des groupes continus de transformations, . /cta Mathemultica, 28, 1904, p. 308. 
Dans ces mémoires le groupe d’automorphie était désigné par le terme de groupe associé ; 
(autres auteurs emploient celui de groupe fondamental. 

(*) Cela signifie qu’il y a une transformation du groupe et une seule qui change un 
point, arbitrairement donné, en un autre point arbitrairement donné : ce qui s'exprime 
par le fait que le nombre des paramètres du groupe est égal au nombre des variables, et 
que ses équations sont résolubles par rapport aux paramètres. 
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ou, sous forme ponctuelle abrégée, 
(1 bis) we! == fils c), 
les équations finies de G. Si 


(2) einai 448 DRE Fe Vcore eee ere) 


ou, sous forme abrégée, 
(2 bis) EAU) 


est une solution particulière quelconque de S, la solution générale 
sera, par définition, 


3 4 ; 
(3) EEA Ws in hilly Cl no 3 (Cu) (rae ee DIGG ce 7) 


ou, sous forme abrégée, 


(3 bis) Des), 


les c; étant des constantes arbitraires. 

Les équations (1) de G sont, par hypothèse, résolubles (*) par rapport 
aux paramètres c,, ..., c,, Sauf peut-être en certains points excep- 
tionnels, qui seront dits, le cas échéant, singuliers. Les solutions de S 
dans lesquelles les u; seraient liés par les conditions d’impossibilité 
ou d’indétermination caractérisant ces points singuliers seront elles- 
mémes considérées comme singuliéres et il en sera fait abstraction. 

Les équations (3) de l’intégrale générale de S seront ainsi résolubles 
par rapport aux constantes arbitraires c,, ..., c,, sauf peut-être pour 
certains systèmes exceptionnels de valeurs des ¢, | pour lesquels le 
point æ—u(t) deviendrait singulier], qui seront de ce fait, le cas 
échéant, considérés comme sénguliers pour la solution (u,, ..., Un). 

Il résulte de cette résolubilité qu'il y a une transformation de G et 
une seule qui change une solution de S donnée en une autre solution 
donnée. 

Il en résulte aussi que S a une solution et une seule satisfaisant à 


(1) Par cette résolubilité, il faut entendre l'existence d’une sulution, et d’une seule: ce 
qui pourra exiger que l’on se place à un point de vue locul, en supposant que les points 
(a4, ces Un), (2), ..-, By), (C1, +, En) appartiennnent à des domaines convenablement 


délimités. 


Ann. Ec. Norm., (3), LVIL. — Fasc. 1. 2 
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des conditions initiales de la forme 


(AIME Tr (EL ee pour HU CREME TPE 


pourvu que le système des valeurs ¢; des ¢, ne soit pas singulier pour 


toute solution : auquel cas il devrait être considéré comme singulier 
pour le système S lui-même. | 
2. Formes normales d'un groupe simplement transitif. — Pour la | 
commodité du lecteur, nous établirons, dans ce numéro et dans le | 
suivant, quelques propriétés fondamentales des groupes simplement | 
| 


transitifs, dont nous aurons besoin dans la suite. 

G sera donc un groupe simplement transitif quelconque, ayant pour 
équations finies les équations (1). Soit(,, ..., @,) un point déterminé, | 
non singulier, arbitrairement choisi du reste. Les équations 


(5) do FN W456 75 Wns Cry 2e m0) (= Te) 


définissent, pour G, un changement de paramètres. Les nouveaux para- 
mètres a; sont, d’après ces équations, les coordonnées de la position 
que la transformation générale de G fait prendre au point(w,, ...,w,). 
Nous dirons que ce sont, pour G, des paramètres normaux, et que 
(w,, ..., @,) est le pôle de ce système de paramètres. 

Les équations de G résultant de l’introduction de ces paramètres, | 


(6) EE AN IE DORE ET CN Tie (yaa ee cone 
et l'équation ponctuelle équivalente 
(6 bis) Tel =n ORL Ob 


seront dites une forme normale de G. Les valeurs a;= w;(t=1, 2, ..., 2) 
des paramétres y donnent, d’aprés la définition de ceux-ci, la trans- 


formation identique 2, = æ;(i—1,2,...,n). On a donc, identique- 
ment, 
(7) r= G(x, 0), 


en méme temps que 


(8) a= (0, a), 


qui exprime la définition même des a;. 


SUR LA RÉDUCTIBILITÉ DES SYSTÈMES AUTOMORPHES. a 


Désignons par 1, la transformation (6) de G et considérons le pro- 
duit T,T,. obtenu en faisant suivre 1, de T,. : la transformation T, 
changeant w en a, et T, donnant au point a la position a”, dont les 
coordonnées sont 


! 


(9) ns Di an à di es des Ts) CD) 


ce produit T,T,. change w en a’, et il est, de ce fait, identique a la 
transformation T,. définie par les formules (9). 
Les formules (9), et la formule ponctuelle équivalente 


(9 bis) a= oa, al), 
définissent done la structure (') de G. 
Cela revient à dire que le système © des fonctions +; satisfait à 
l'identité ponctuelle 
pletr, 4), | =ela, g(a, «)| 
ou, avec des notations plus symétriques. 
(10) p[o(a, b), c] = 9[a, 9(6, c)]. 


C’est ce que nous appellerons la lot d’associativité de ce système de 
fonctions. 


3. Groupes simplement transitifs réciproques. — Cherchons toutes 
les transformations de l’espace (,, ...,æ,) qui sont permutables (*) 
avec chaque transformation 


(Coa “=O .L, a) 
de G. 
Une transformation quelconque de cet espace peut toujours s'écrire 


(r2) DOL OTN ne ep CAG LU ee ER) (CE SO carts V0) 
ou, en abrégé, 


(12 bis) C2 Oe, T0, 


(1) Par ce mot de s/ructure d'un groupe, nous entendons ici la lov de composition (mul- 
tiplication ) des transformations de ce groupe. 
(2) Deux transformations T et U sont dites permutables si TU = UT. 


2 
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les £, étant des fonctions de æ,, ..., æ, convenablement choisies. La 
condition pour qu’elle soit permutable avec (11) est alors que l’équa- 
tion ponctuelle 

(x), æ] a} =glE(a"), à 


Kany 


0} | 


soit une conséquence de (11). 
Or, d’après la loi d’associativité (10), cette équation s’écrit 


ou, compte tenu de (11), 
pLéCe), w J = [ét 2], 


ce qui, en raison de la résolubilité des équations de G par rapport 
aux a;, équivaut a 


(13) Gel ay... 2) ee rere eee) a en on ON 


La permutabilité de (11) et de (12) devant avoir lieu quels que soient 
les a;, ceci indique (') qu’on aura toutes les transformations (12) 
cherchées en prenant pour les Ë; des constantes arbitraires. 

La forme générale des transformations cherchées est donc 


(14) Li GV ay = sy OR Lee Ca) LA ÉMEREON) 
ou 
(14 bis) old 2), 


les a; étant des paramètres arbitraires. 


A priort, elles doivent former un groupe. On a effectivement, d'après 


la loi d’associativité (10), 
pla, 9(a, x) |=9[9(e', a), x]; 
ce qui donne, pour la structure de ce groupe H, 
(15) a" =9(a', a). 
EL) RES PERTE RE en PERL RE 


(1) Car les x;, étant définis par (11), sont arbitraires, aussi bien que les x;, si les a; 
le sont. 
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Les identités (7) et (8) prouvent, par ailleurs, que, pour ce groupe, 
qui est simplement transitif, les a; sont des paramètres normaux, et 
que le pôle correspondant est, comme pour la forme (11) de G, le 
point (w,, ..., Wp). 

Les formules précédentes montrent qu'il y a réciprocité entre les 
deux groupes G et H, qui sont dits, pour cette raison, groupes simple- 
ment transiti fs réciproques. 


3 bis. Remarque |. — Les deux groupes G et H sont semblables. On 
passe, en effet, de l’un à l’autre par la transformation 


(16) AY ESTO (Hp pin Ah AP RE en) (CeO Sr) 
ou, en abrégé, 
(16 bis) O0 EN 


que nous appellerons l’znverston, de pôle (w,, ..., w,), associée à Get 
à H, parce que, d’après la loi de structure de l’un ou de l’autre, les 
formules 


(15) Di OG), Le 05) Any Gis ANG) (TE ee 72) 


ou, en abrégé, 


(17 bis) w= (4, a) 
établissent les relations qui lient les paramètres (a,, ..., a,) et 
(a,,..., 4,) de deux transformations inverses, dans G et dans H. Et 


cette origine de cette ¢nversion montre que c’est une transformation 
involutive (réciproque). 
Pour prouver, par exemple, qu'elle change G en H, posons 


(18) == O( Ws 2); Noire); 


et nous aurons, comme conséquence de (11), compte tenu de la loi 
d’associativité (10), 


et, par suite, 
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D'où résulte 
(19) SO; z!), 


que le changement de paramètres (17) ramènera à la forme, résolue 
en z/, 


(20) sla O (rs) 
qui est, aux notations pres, l’équation ponctuelle (14 bis) de H. 


Remarque M. — L'identité TU = UT, qui définit la permutabilité de 
de deux transformations T et U, peut s’écrire U'TU=T, ou 
T'UT = U. Elle exprime ainsi que la transformée de chacune des 
transformations par l’autre est identique à la première; ou, en d’autres 
termes, que chacune des transformations laisse l’autre invartante. 

On peut, par ailleurs, faire intervenir, au lieu des transformations 
finies de ( et H, leurs transformations infinitésimales. On voit ainsi 
que les transformations infinitésimales de G (aussi bien que ses trans- 
formations finies), sont toutes celles qui laissent invariante chaque 
transformation finie, ou chaque transformation infinitésimale de G; 
ou encore toutes celles qui admettent chaque transformation finie, ou 
chaque transformation infinitésimale de G. 

Rappelons enfin que la condition qui exprime qu’une transformation 
infinitésimale Yf est permutable avec une autre, X/, ou, ce qui 
revient au méme, la laisse invariante, est que le crochet de Jacobi 
(Xf, Yf)— XY/ — YXf soit identiquement nul. 


1. Groupe auxiliaire et transformations réductrices. — Revenons 


au système automorphe S. En vue de son étude, nous associerons au 
réciproque Il de son groupe d’automorphie G le groupe infini & de 
l’espace (æ,, ..., Xn, ti, ..., t,) qu'on en déduit en remplacant, dans 
ses équations (14), les paramètres 4; par des fonctions arbitraires 
D, ...,1,) des variables indépendantes, et en leur adjoignant les 
équations t, = ty (h=1, 2, ..., p), qui expriment que les variables 4, 
demeureront invariantes, par définition, vis-à-vis de ce groupe J. 

Ce groupe dC, que nous appellerons groupe auxiliaire de S, sera 
donc représenté par les équations 


(26). = 00915 200) Ong ae D NE EE ONE dat (Ra 0) 
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ou, en abrégé, 
(21 bis) ae Q(0x), 
l’invariance des ¢,, étant sous-entendue. 


La loi de composition des transformations (21), c’est-à-dire la struc- 
ture de JC, s’exprimera par 


(22) eo (07,00) 
d’après la structure (15) de H. 


La forme de l'intégrale générale de S, qui correspond à la forme 
normale (6) de G, 


(23) er oi nage URS Care: GA (AT ie ee AL) 
conduit à considérer les transformations de 3 


De Has gS ay Xl) (22, ent): Lt (NT econ) 
ou, en abrégé, 
(24 bis) LE OT Uy DO). 


Elles ont, en effet, la propriété évidente de changer l’intégrale générale 
de S en 


(25) phi (ieee et) 
el, par conséquent, de réduire S au système 
dx; 5 

26 1) TAO 2e Pe aN yo | ep) 
(26) Oh, ( I 
ou, sous forme condensée, 
(26 bis) AD 10 (= 0): 

Cette forme réduite de S sera désignée par S et les transformations 
auxiliaires (24), qui y ramenent S, seront dites réductrices. 

Ce sont du reste, les seules transformations de d¢ qui réduisent S 


4.5. Car si 


ca Di Di| Tati. er dphs res Tn bay coy lp); Las ss Zn) (= ify Be coco 
7 1 
4 . ==), (C/E ATED PO A) 


2% 
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en est une, elle change une multiplicité intégrale quelconque de S, 


Di 0 (ieee) Cheats Bae TOI 


en une certaine multiplicité intégrale de 5, 


LU (RE ENT 


On a donc, identiquement, 


Pi O1( Thy sta AT 25 Ga) (Ne ter er) 


ou, par l'Eënversion (1 a), 
TiS CB 2 assy A gee) CSSA eas Seer) 


de sorte que, d’après l’automorphie de S, (<,, ..., 7) est une solution 
de S, puisque (#,,.. .., ®) en est une (0): Co Oars De 


5. Le groupe d’invariance de S. — Si l’on adjoint aux équations 
générales (14) de H, les équations ¢,, = ¢,(A=1,2,...,p), on obtient 
un sous-groupe H de ä€. C’est le plus grand sous-groupe de && qui 
laisse S invariant. Car, pour qu'une transformation (21) de J laisse 
S invariant, il faut et il suffit qu’elle change toute multiplicité inté- 
grale de S, 7;— a; (t= 1,2,...., WU), en une autre 


; . : 
Tie Cb; (CUS Ore ene 


Les fonctions 0; devront donc étre telles que les équations 


LO Vereen he uence) Ce Pe, ret 


(où 6; a; sont des constantes), donnent pour les a, des valeurs 


(') Plus généralement, on pourrait appeler réductriee toute transformation 


By BCE tp al GEC A th GU va eee nT Y= tin (AS ep); 


qui réduit S à S. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que S ait pour intégrale 
cénérale 


CHC cong Yam Gilly © ao aoa) CH NRA). 


c'est-à-dire que les F; soient des intégrales premières (distinctes) de S. 
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constantes. Ce seront donc elles-mèmes des constantes, qui pourront 
être arbitraires : et alors les équations (21) seront celles de H. 


C. Q. F. D. 


Si l’on effectue dans H l'inverse d’une transformation réductrice (24) 
quelconque, on obtiendra un nouveau sous-groupe K de &, puisque 
cette transformation appartient à &; et K, ainsi défini, sera le plus 
grand sous-groupe de ä qui laisse S invariant. Nous l’appellerons le 
groupe d’invariance de S. 

Comme H, ce groupe d’invariance est fini et a x paramètres, et n’a 
pas d’autres invariants que ceux de JC, qui sont toutes les fonctions 
LEUR 

Pour trouver ses équations, nous aurons à exprimer que la trans- 
formation 


9) x’ = (0, x) 

est la transformée de la transformation générale 
(A) Li pu, n) 

de H par la transformation 

(U) DOCU A), 


inverse d’une transformation réductrice, arbitrairement choisie, c’est- 
à-dire que l’on a 


6 = U-'AU ou WO = ALS: 


D'après la structure (22) de J, cela s'écrit 


(28) (0, 4) =o, a). 


Cette formule, où les a’ sont des paramètres arbitraires, et où 
(u,,..., Un) est une solution quelconque deS, arbitrairement choisie, 
donne donc les 9; pour lesquels la transformation générale (21) de Je 
se réduit à la transformation générale du groupe d’invariance K. 

On remarquera que K, ainsi déduit de H, a la même formule de 
structure que lui, à savoir 


(29) Gif = g(a, (ae 


Ann. Ec. Norm., (3), LVI. — Fasc. 1. 3 
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Remarque. — La formule (28) exprime que, pour les mêmes 
valeurs a; des paramètres, la transformation générale 


(30) ae == OG ae) 


de K et la transformation générale 


(31) =O (ie a) 
de G changent la solution (u,,..., u,) de S en une même autre 
solution. 


Vis-à-vis d’une solution quelconque de 5, 
(52) = CU 
les choses se passent un peu différemment. Si on lui applique la 
transformation (30) de K et la transformation 
(do: Os OO.) 
de G, on obtient respectivement, compte tenu de (28) et de la loi 
d’associativité (10), les solutions. 
w= 9(0, uw’) = 9[9, o(u, ¢c)]| = 901 o(9, 4), c] = oleae @) pelo (ene koi 


et 


w= 9(w, a)=ole(u, ce), a] =¢e]u, o(e, a')], 


qui se confondent si les a; sont liés aux a; par la relation biunivoque 
(34) OCC) a j= Ol vey). 
On aura, du reste, pour wv” une solution quelconque donnée 


(35) i = Oe), 


en déterminant les a; par la condition 


(36) Ci O(a) 


Les solutions de S se déduisent donc de l’une quelconque d’entre 
elles par les diverses transformations de K, et il y a une transfor-- 
mation de K, et une seule, changeant une solution donnée de S en 
une autre solution donnée. 
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Le groupe d'invariance K de S se comporte donc, vis-à-vis des 


solutions de S, comme un second groupe d’automorphie. 


6. Forme générale des systèmes automorphes considérés. — Tout 
système S de l'espèce considérée, étant le transformé du système 


réduit S d'équations (26) ou (26 bis), par une transformation 
D les ic mA) li, 1 2), == oe n 


dans laquelle les wu; sont des fonctions de t,,..., t,, sera de la forme 


- Ox; ne 

(37) ign ellis ser high te ee LA Fes) WEN Meas NE ILE 2e EDP) 
hh 

ou 

(37 bis) dxj= Ny: de, CRW DATE TE TU AE 


Comme S, c'est un système complètement intégrable, ce qui 
équivaut à dire que le système 


(38) of + Y,f=o peer 00 ID) 


dans lequel les Y, f sont les transformations infinitésimales 
(39) ney pa (COT = 2 sees) D); 
Oy 
système qui définit les intégrales premières de S, est, au sens de 
Clebsch, un système complet. 

Par ailleurs, S, ayant pour groupe d’automorphie le groupe G, 
d'équations (6), admet le groupe G, de LS DAC Pa tis eae La 
qui s’en déduit par l’adjonction des équations t, = t, (h = 1,2, ...,p). 
Cela équivaut à dire que G laisse invariant le système (38), et, par 
suite, vu l’invariance des ¢, par ce groupe, que les Y;/f, si l’on y 
considère les ¢, comme des paramètres constants, admettent le groupe 
d’automorphie G. On en conclut, d’après la remarque finale du n° 3, 
que les Y, f sont des transformations infinitésimales du réciproque H 
de G, c’est-à-dire sont de la forme 


MoN A SCA CON tp) Ze f CR PURE NS D); 
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les Z; f étant n transformations infinitésimales (indépendantes) de ce 
groupe H. 
Nous poserons 
| of pe 
(41) Lif = Cia (@1y +++ Ln) 7 cag ae Oe arid 2 


La 
ce qui donnera, d’après (39) et (40), 
(42) Na ie Cot (aft = (258 2723 Te at 2 ee P) 


Les formes (37) et (37 bis) de S deviendront ainsi 


(43) de = Mig (Biya G)laarkse da) | Cy DE tt gee 
et 
(43 bis) ALi Naa (Li ee cn) (RTE, Se, are te) 


les À; étant les expressions de Pfaff. 


(44) Ris hi cp) die RS CR RAT ah eee oe 


Par ailleurs, si l’on introduit les formules de structure du groupe 


» qui seront de la forme 


(45) (Lite Lie CRT LE (AMAR ates rh) 


on trouve sans peine, pour les conditions qui expriment que le 
systéme (38) est complet, les relations 


(46) oe st + C3y 2 )03 A jy = 0 (By KS, 2) RU Re fe terrae 
auxquels les À,; devront satisfaire. 

Réciproquement, tout système (43) dans lequel les %,; et les À, 
satisfont, sous le bénéfice des notations (41), à des relations simul- 
tanées de la forme (45) et (46), où les c;; sont des constantes, est 
automorphe et a pour groupe d’automorphie le réciproque G du 
groupe simplement transitif H défini par les transformations infini- 
fésimalesZ NZ 

Nous pouvons, en effet, supposer que le groupe G a pour l’une de 
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ses formes normales les équations (6), et désigner, comme ci-dessus, 
par G le groupeenx,,...,æ,,t,,..., t, qu'on en déduit par l’adjonc- 
tion, à ces équations, des équations #, =¢t,, (h—1,2, ..., p). Sialors 
(u,,...,u,) est une solution quelconque de ce système (43), les 
fonctions 


(47) Mi QU Wey ee) Un: Guy. - <5 Un) CT PE ne 7) 


en constitueront aussi, pour chaque système de valeurs attribuées aux 
constantes arbitraires a;, une solution. Car le système (38) admet G, 
sous le bénéfice des notations (40); et il en est, par conséquent, de 
même pour le système (43). 

Et, de plus, le système n’admet pas d’autre solution (non singu- 
lière), que ces solutions (47). Car chacune de ses solutions (non 
singulières) est définie par des conditions initiales de la forme (4), vu 
qu'il est de la forme (37) et complètement intégrable, le système (38) 
étant complet en vertu de (46); et les fonctions (47) peuvent satisfaire 
à de telles conditions initiales, pour un choix convenable des a;, ainsi 
qu'il a été constaté au n° 1, in fine. 


7. Cas des systèmes linéaires. — On sait que les équations finies 
de tout groupe continu fini , à n paramètres a,, ..., a,, donnent 
naissance à deux groupes simplement transitifs réciproques, G et H, 
de l’espace (a,,..., 4@,), qu'on appelle le premier et le second groupe 
paramétrique de T. 

En désignant, en effet, par ©, la transformation générale de I’, ona, 
pour la transformation produit, 


Oy — 0,0,, 
des formules (formules de structure de l'), de la forme 
(48) Be ON Ce ns Gaps aay On) (ish, OF omiag UD 
La loi d’associativité de ce produit, 
(0.0, )0. = 0,(8,0.), 
donne alors la formule 


(49) p[g(a, b), c)=9[a, 9(4, c)]. 
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Si, d’autre part, les valeurs a;—=©; (1 =1,2,...,7) des para- 
mètres sont celles qui donnent la transformation identique, on a 


07— 0:06 = 0.92, 
c’est-à-dire 


(50) 4 o(4, 0); a—=oœ(u, a). 


Il suffit, dès lors, de se reporter aux considérations des n° 2 et 3, 
dont les formules (10), (7) et (8) se retrouvent dans les formules 
présentes (49) et (5o), pour conclure que, ici comme alors, les 
équations 


Ole, 2), @ == OG, £) 


sont, sous forme normale, celles de deux groupes simplement 
transitifs réciproques G et H. 

Ce sont les deux groupes paramétriques de annoncés. 

On peut, du reste, obtenir ainsi tous les couples de groupes sim- 
plement transitifs réciproques; car, pour les groupes G et H des n° 2 
et 3, on constate sans peine que ce sont, dans l’un et l’autre ordre, les 
deux groupes paramétriques de chacun d’eux. 

Prenons en particulier, pour I’, le groupe linéaire homogène général 
à m variables. 


(ax) (ED) LD T, (EME ER REP)" 
qui est à na — m° paramètres a;;. Les formules de structure 
(92) Bij = Big, Ae; (MER NN En) | 


donnent les deux groupes réciproques 


eS Le 
(53) (G) Dy dis La (OT RUN RP) 
et | 
(54) (IL) ME (Aart Sr corre 


On remarquera que la transformation générale de G se déduit de 
celle de l'en appliquant celle-ci, par cogrédience, aux m points 


(55) My Mj, Li Laj, ..., Lm=Amj (TND ata ae m ). 


Les paramètres de la transformation identique sont, pour F, 


SUR LA REDUCTIBILITE DES SYSTÈMES AUTOMORPHES. 23 


Get H, 
(56) Opa bi RE Ry Ol Waker a ee oa 7 
Les formes normales (53), (54) de G et H sont donc relatives au 


PORN, J Ty 2s Jin): 
On peut prendre pour base de H les transformations infinitésimales 


À s Of iy 
(57) hi f= ru (CCL RN Ef atl D) 
de sorte que tout système automorphe S ayant G pour groupe d’auto- 
morphie est, sous forme de système de Pfaff, du type linéaire 
(58) DRE RC PTE DT COLE NN NA), 
les &;; étant des expressions de Pfalf 
Lo) oi hayol tap eo) lp) lo RSR RES DR PT LE costed 
qui ne dépendent que des ¢,. Nous omettrons, pour abréger, le calcul, 
à partir des formules (46), des conditions d’intégrabilité de ce 


système (58). 
Les solutions d'un tel système sont formées de m solutions 


(60) Lilas GE =p hi (Ss Dae oS here \e 
du système linéaire à m inconnues 
(61) Url, CAE. mn) 


La solution générale de S étant, d'aprés les équations (95) 
de G, en fonction d'une solution particulière quelconque x;,= u;,, 
Rie a? Lun), 

(62) Vj jp Mig Us (a, ie J SST, 2, 6.) mt), 
la solution générale du système linéaire (61) sera, en fonction 
de m solutions particulières quelconques, 


(63) WSC fo ML RTC RE LOT (Er eee Un) 


et des constantes arbitraires 4,, @,...,4a,, 


(64) T= Why US. eR BS ee er mL) 


24 ERNEST VESSIOT. 


On retrouve donc les propriétés classiques des systèmes linéaires. 
Les formules (62) sont celles du passage d’un système fondamental 
de solutions à un autre. Leur résolubilité par rapport aux a;,, 
implicitement supposée [la solution æ;=u;;(i, j —=1, 2, ..., m), 
ne devant pas être singulière] équivaut à l'indépendance des m 
solutions (63). 


II. — Etude des sous-systèmes des systèmes automorphes considérés. 


8. Préliminaires. — Le mot de système (employé seul) signifiera, 
dans ce qui suit, tout ensemble d’une ou de plusieurs équations, 
finies ou différentielles, entre les variables indépendantes ¢,, ...,t,et 
les variables dépendantes æ,,...,æ,, précédemment introduites. On 
désignera par æ°%"% la dérivée de x;, prise 4, fois par rapport à 4, 
(POUF = TD). 

Soit À un système quelconque, et m son ordre différentiel, qui 
pourra être nul. On aura à considérer : 


1° au point de vue fonctionnel, ses solutions, c'est-à-dire les 
ensembles‘de'fonchons EEE TE CES OR On oats 
font identiquemment à ses équations; 

2° au point de vue formel, ses éléments, ponctuels si m—o, de 
contact si m > 0, c'est-à-dire les systèmes de valeurs numériques 


sy 6 otn Che Boon he Cll Serta Sy (USS 1) Fy as iy TRG Ogres Oy AL 


qui vérifient ses équations, lorsqu’on y considère les ¢,, les x; et 
les æ?""" #7 comme autant d’inconnues indépendantes. 

On dira que deux systèmes, À et B, sont équivalents, sans qu'ils 
soient nécessairement du même ordre, s’ils ont les mêmes solutions. 

C'est ainsi que tout système A est équivalent à son prolongé, 
d'un rang k quelconque, c’est-à-dire au système A;, qu’on en déduit 
en adjoignant à ses équations celles qui en résultent par les dérivations 
totales par rapport aux diverses variables ¢,, effectuées # fois de suite. 

On dira, d'autre part, que deux systèmes, A et B, de méme ordre, sont 


formellement équivalents s'ils définissent le même ensemble d'éléments 
de cet ordre. 


ra 
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On dira qu'un système B est une conséquence d’un système A si 
toute solution de A est une solution de B. Cela ne suppose rien 
de particulier sur les ordres de A et de B. 

On dira, d'autre part, qu’un système B est une conséquence formelle 
d’un système A, si tout élément de A satisfait aux équations de B : ce 
qui suppose que l’ordre de B soit au plus égal à celui de A. 

On dira encore que B est une conséquence formelle indirecte de A 
si B est une conséquence formelle d’un prolongé de A. 

Revenant enfin au point de vue fonctionnel, nous dirons qu'un 
système B, qui n'est pas équivalent à un autre système A, est 
un sous-système (') de A si toute solution de B est une solution de A : 
ce qui équivaut à dire que A est une conséquence de B, mais que B 
n'est pas une conséquence de A. 


9. Formes normales des sous-systèmes. — Notre terminologie étant 
ainsi précisée, soit, comme au paragraphe I, S un système auto- 
morphe a groupe d’automorphie G simplement transitif, et soit 2 un 
de ses sous-systèmes. Nous prendrons 5 sous la forme résolue (43), 
c’est-à-dire 


CERN ; 
(1) Je, = Mau oncles el SS pyeu in heu, Dh 


et G sous une de ses formes normales (6), c'est-à-dire 
(25 OMe al nik aa aoe) (ial hp Orie ON 
étant entendu que les transformations infinitésimales 


Of 


ees, 


(3) Lief Gig (His 40 0n) 


définissent le réciproque H de G, et que les o; jouissent des propriétés 
caractéristiques indiquées au n° 2. Comme alors, on désignera 


(:) Dans ma note des Comptes rendus de (Ac. des Sc. de Paris, du 20 mars 1939 
(t. 208, p. 875), j'ai employé, dans le même sens, le terme de dieiseur, qui peut 
suggérer dutiles analogies, mais qui pourrait prêter à confusion parce qu'il a, dans 
l’algèbre classique, un sens plus strict. Nous n'avons pas égard ici, en effet, à l’ordre de 
multiplicité éventuel des solutions. 
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par (w,, ..-, @,) le pôle du système normal de paramètres relatif aux 
équations (2) de G. 

Quant à Z, comme toutes ses solutions sont des solutions de S, 
on ne l'altérera pas (c'est-à-dire qu’on le remplacera par un système 
équivalent), en lui adjoignant toute équation de S qui n'y figurerait 
pas. On peut donc supposer que È se compose de S et de certaines 
autres équations; et l’on pourra, de plus, faire disparaitre de celles-ci 
(sans altérer X), les dérivées æ%°% qui y figureraient, en les 
remplaçant par leurs expressiônsren y; .L4806,, 1 10, Vy fournies 
par les équations (1) de S et par celles qu'on en peut déduire 
par dérivations totales successives. 

On aura ainsi ce que nous appellerons une forme normale du 
sous-système ©, constituée par S [équations (1)] et par un système 
complémentaire Q d'ordre zéro; et nous la désignerons par la rota- 
tion (S, Q). 

Pour plus de netteté, nous supposerons que les équations (1) de S 
sont rationnelles par rapport à æ,,...,æ, (ce qui revient à supposer 
que les Z;f le sont), et qu'il en est de même pour celles de &, telles 
qu'elles ont été données initialement. Alors Q sera aussi rationnel 
en L,..., La, et l'on pourra, en le remplaçant, le cas échéant, 
par un système équivalent, supposer qu’il se compose d’un nombre 
(+1) d'équations (indépendantes en æ,,...,æ,), au plus égal an. 

D’une manière plus précise encore, on pourra (en effectuant, 
au besoin sur les x; un changement de variables linéaire conve- 
nable), supposer que Q se compose de v équations de la forme 
résolue 


(4) 4 ied ni Cea an (ag oa Cp) (ASSO. OD) 


et d’une équation résolvante, contenant effectivement x 


v+-19 


(5) RER key LE Mer coon UP) use 


ces équations ¢lant toutes rationnelles en æ,, ..., æ,, mais pouvant 
dépendre des ¢, d’une manitre quelconque. 

Remarquons, pour la suite, que si l’on adjoint à un tel système Q 
une équation nouvelle quelconque, rationnelle aussi en æ,,..., ie 
qui n'en soit pas une conséquence, ou bien le système obtenu sera 
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résoluble par rapport à (v+ 2) des æ;, ou bien il sera équivalent à un 
système de la même forme (4), (5), dans lequel les équations (4) 
seront les mêmes, tandis que l'équation résolvante (5) y sera d'un 
degré moindre par rapport à æ,,,, ou bien il sera impossible, en 
entendant par là qu'il entrainera soit une relation entre les ¢,, soit 
une équation numérique contradictoire. 


10. Forme normale complète d'un sous-systéme. — Soit (S, Q,) un 
sous-système © de S, donné sous forme normale. Son prolongé sera, 
sous forme normale également, (S, Q,), Q, résultant de l’adjonction 
à Q, des dérivées réduites de chacune de ses équations par rapport à 
chacun des ¢,. Ce mot de dérivée réduite indique qu’en dérivant (tota- 


5 ° N Ax; 
lement) une équation, on remplace a mesure les a Par leurs expres- 


sions tirées de S. 

Si toutes les dérivées réduites des équations de Q, sont des consé- 
quences de Q,, le système complémentaire Q, sera idenique à Q,. 
Alors (S, 2,) sera identique à son prolongé (S,Q,), et nous dirons 
qu'il est pour X une forme normale complete. 

Dans le cas contraire, considérons les prolongés successifs (S, Q,), 
(S, Q,), ... de (S, Q,), obtenus de proche en proche, comme il vient 
d’être expliqué. Dans la suite 


(6) Op aie 


chaque terme se déduit du précédent par l’adjonction de nouvelles 
équations. Nous pouvons donc appliquer la remarque qui termine le 
numéro précédent, en observant qu’aucun des systèmes (6) n’est 
impossible, puisque tous les prolongés (S, Q,) sont équivalents 
a(S, Q,), lequel a, par hypothèse, au moins une solution. 

Soit (v,+ 1) le nombre d'équations de Q,, en le supposant formé 
d'équations indépendantes en 2,,..., x,, comme il est loisible de le 
faire. Les entiers v,, v,, v2, ... ne décroissent jamais et ne dépassent 
pas (n — 1) : ils sont donc tous égaux à partir d’un certain rang 7, et 
ON VV —— 

Tous les termes de la suite 


(Ga) @,, 41; 


3 
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peuvent alors se ramener à la forme (4), (5), les équations (4) étant 
les mêmes pour tous; et deux termes consécutifs ne pourront différer 
que si le degré en æ,,, de l'équation résolvante (5) du second est 
inférieur à celui de l'équation résolvante du premier. Comme ce degré 
ne peut pas être inférieur à 1 [car, s’il était nul, le second des 
systèmes Q, considérés serait résoluble par rapport a plus de (v+1) 
des æ;], tous les termes de la suite (7) seront identiques à partir 
d’un certain rang. | 

Donc, dans la suite des systèmes, tous équivalents à X, formée de È 
(pris sous forme normale) et de ses prolongés successifs, à savoir 


(8) (Si Saas) US RS eee ar 


il y en a un qui est identique à tous les suivants, et qui est, par suite, 
pour È, une forme normale complète. 

Nous verrons, de plus, au numéro suivant, que si(S, Q) et (S, Q’) 
sont deux formes normales completes de &, les systèmes complémen- 
taires (d’ordre zéro) Q et Q’ sont équivalents : ce qui revient à dire 
que ces deux formes normales complètes sont formellement 
équivalentes. 

On peut donc énoncer que tout sous-système È a une forme normale 
complète et une seule. 


11. Intégration des sous-systémes. — Unicité de leurs formes 
normales complètes. — Propriété caractéristique de celles-ci. — 
Si l’on connaît une solution particulière quelconque (u,, ...,u,), du 
système S, on en peut déduire, non seulement son intégrale générale 


(n°14, 4) 
(9) DiS QU ON Un eee Un) (Use PA ARR à à 
mais aussi celle de l’un quelconque de ses sous-systèmes. 


Soit, en effet, (S, Q) une forme normale complète de ce sous- 
système £. La transformation réductrice (n° 4) 


(10) yO] (Es a ene ee he ee) (US Eras A) 
qui change S en S, dont les équations sont 
Ox’ 


at} An à (Res Oy. Sa Dit ten DA pears yy 
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change = en un sous-système Ede 3S, qui sera (3, Q), Q étant ce que 
devient Q par cette transformation. De plus, la définition des formes 
normales complètes étant manifestement invariante vis-à-vis de tout 
changement de variables qui laisse les 4, invariants, ioe Q) sera une 
forme normale complète de = (‘). 

Or, les dérivées réduites (n° 10) sont ici les dérivées partielles 
ordinaires, c’est-à-dire prises par rapport aux ¢, en considérant les 2, 
comme des constantes. Dire que (S, Q) est complète, c’est donc dire 


qu’on obtient des conséquences de Q quand on applique a ses équations 


: : a d ; , 
les transformations infinitésimales os deWespacet? tee er) 


et, par conséquent, que Q admet ces transformations. Et pour qu'il en 
soit ainsi, il faut et il suffit que Q ne dépende pas effectivement des 4, : 
ce qui signifie que, ou bien les ¢, ne figurent pas dans les équations 
de Q, ou bien est équivalent à un système 


(EDs) Wa fre thy Bg SO (Pest May 0 ET), 


dans les équations duquel les ¢, ne figurent pas, et pour lequel on 
pourra prendre, par exemple, le système obtenu en donnant aux t,, 
dans Q, des valeurs numériques arbitrairement choisies. 
L'intégrale générale de XY sera donc æ,— a; GES PÉTER SE 


les a; étant des constantes assujetties à satisfaire aux équations de 
conditions connues 


(13) PUS 24 Ca en DE Re hae ik 7 


L'intégrale générale de Xs’en déduira par les formules (10), au moyen 


x 7 


desquelles on passe de Z, (variables ¢,, ..., 1,5 æ,, ...,æ,), à EL, 
(variables ¢,,..., t3 æ,,..., æ,), et inversement. Elle sera donc 
donnée directement par les équations (9), sous le bénéfice des 


conditions (13), imposées aux constantes a,, ...,a,. 


A1 bis. Remarque I. — Il résulte de ce qui précède que l’ensemble 


(1) @ sera rationnel par rapport aux æ;, comme Q l'est, par hypothèse, par rapport 
aux x;, si les équations (10) sont rationnelles par rapport aux , , ce qui sera supposé au 
paragraphe III. 
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des solutions de S ne peut satis faire à aucune équation d'ordre zéro qui 
ne soit une conséquence de Q, st (S, Q) est une forme normale complète 
de X. Car d’une telle équation résulterait, par la transformation réduc- 
trice (10), une équation 


SRE La e fr en 


qui ne serait pas une conséquence de Q, et à laquelle devrait satisfaire 
toute solution de ©: ce qui est contradictoire, puisque les solutions 


de © sont les systèmes de valeurs constantes de a; satisfaisant à 0. 

On conclut de cette remarque, en particulier, que si (S, 2’) était 
une autre forme normale complète de &, les systèmes complémentaires 
d'ordre zéro Q et Q’ seraient formellement équivalents : ce que l’on 
peut énoncer en disant qu'un sous-système de S na qu'une seule 
forme normale complète. 


Remarque II. — Pour que (S, Q) soit la forme normale compe 
d’un sous-systeme de 3S, il at et il suffit, d’après ce qu’on a vu, 


que Q admette les transformations infinitésimales . de (= D) 


de l’espace (rte elles ne (3, Q) et (8, Q) 
étant complètes en mème temps, et se déduisant l’une de l’autre par 
la transformation (10), la condition pour que (S, Q) soit complète 
sera donc que Q admette les transformations infinitésimales T,f de 
Hesnaceut nr fr @\,..., @,) qui proviennent des transformations 


infinitésimales a, desl'espace (7. er 227 ee 


même transformation (10). 


af 


Or les équations red (a=1, 2,...,p) définissent les intégrales 


premières de S, tandis que celles deS sont définies par les équations (38) 
du n° 6, à savoir 


(4) À 


Bn 1 Melty 0: tp 0 RE PP it 


Ces deux systèmes se correspondent donc aussi par la transfor- 
mation (10); et, comme celle-ci laisse les ¢, invariants, on conctut que 
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les T, f ne sont pas autre chose que les premiers membres (de même 
indice h) des équations (14). 

La condition pour que (S$, Q) soit complet est donc que Q admette 
chacune des trans formations 


r 0 > r . ÿ 
(15) ee ee a CRT ESE RTC A Bop PER 975 
Remarque III. — On a vu que si (S, Q) est la forme normale 


complète d'un sous-système de S, Q se change, par toute transfor- 
mation réductrice (10), en un système Q indépendant des ¢,, dont on 


obtient, par suite, une forme Q,, où les ¢, ne figurent pas, en y 
remplacant les ¢, par des valeurs numériques arbitraires #}. 
Or si 


F(&, sey lp; Ti; +++) Hn) =O 


est une équation de Q, elle devient dans Q [ par la transformation (10)], 


En bye Os ee On re ) le 0 


et, dans Q,, 


? 0 0. a 
ECs ty One ho: 


pi Ieee Cal ha 0 


en désignant par u° l’ensemble des valeurs 
DEVIS, ee tp) VEN MSA) 
que prennent les u; pour les valeurs Z; des #,. 
Ce résultat sera particulièrement simple, si les u? sont respecti- 


vement égales aux coordonnées «w; du pôle (n° 2) du système de 
paramètres normaux adopté pour G. Car on aura alors 


QU, AVE Tr, CRT, OR oe LN 


de sorte que, au changement près des lettres x; en x,, Q, sera iden- 
tique au système Q, obtenu en faisant, Hans CRE tree "ni 
Si les u? sont quelconques, on obtiendra Q, en effectuant dans Q, 


la transformation 


si 


(16) OMI, Re ly re di) EST OL 
Nous nommerons réduit de Q tout système P, ne contenant pus les t,,, 


Zz 
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équivalent au système Q qui résulte de Q par une transformation 
réductrice. Ce qui précède donne le moyen d'obtenir, sans intégration, 
une forme générale de ces réduits. Il suffira de laisser arbitraires les 2; 
et les u°. Nous savons, en effet (n° 1), qu’il y a une solution (4,,...,u, 
de S, et une seule, satisfaisant à des conditions initiales, arbitrai- 
rement choisies, de la forme 


1 tt ala te Samed 79) pour = haat, Oe 


12. Sous-systémes adjoints à un sous-systéme. — Soit, à nouveau, 
(S, Q) un sous-système ©’ de S, sous sa forme normale complète, et 
soit P l’un des réduits de Q. Cherchons les transformations réductrices 
qui changent Q en P. 

Choisissons, à cet effet, une forme normale (2) de G: les transfor- 
mations réductrices pourronts écrire sous la forme correspondante (10), 
et il s’agira de trouver les solutions (u,,..., u,) de S, génératrices de 
celles de ces transformations qui changent Q en-P. Elles seront les 
solutions d’un sous-système o de S, que nous dirons adjoint à x, qui 
se composera de S (écrit avec les lettres u; au lieu des lettres æ;) et du 
système complémentaire d’ordre zéro obtenu en identifiant, par 
rapport aux æ;, le système P (écrit avec les lettres x) avec le 
système Q obtenu en effectuant dans Q la transformation (10), où 
les u; seront laissés indéterminés. 

Ce système adjoint 5 aura, par hypothèse, au moins une solution 
(u,,...,u,). Cherchons a quelle condition il en aura une autre, 
(u,,...,u,). Comme ce devra être une solution de S, elle se déduira 
de la première par une transformation déterminée 


Clay tat EU PL NE PRES A Ones n), iNet AA a ESN PO NE l) 
du groupe d’invariance K de S (n° 5), et sera, en conséquence, 


(18) Le 0 On Md wee Ula) (TTL Ne RER): 


De sorte que la transformation réductrice 2 = o(u',æx'), engendrée par 
elle, sera 


(19) x= 9[9(9, wu), x’). 


Pour que celle-ci change Q en P, il sera nécessaire et suffisant que 
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son inverse 
(20) æ'—œlp(0, uw), x] 
change P en Q. Or cette inverse apparait, d’après la loi de structure 
du groupe auxiliaire 3€ [n° 4, équ. (22)] comme le produit de la 
transformation æ'— 9 (u, x), qui, étant l'inverse de la transformation 
réductrice x — 9 (u, x’), change, par hypothèse, P en Q, par la trans- 
formation (17). 

La condition cherchée est donc que(u', ..., uv’) étant donné par(18), 
la tranformation correspondante (17) laisse Q invariant. 

De la, la conclusion suivante : 


(S, Q) étant la forme normale complete d'un sous-système ZX de S, et k 
étant le plus grand sous-groupe du groupe d’invariance K de S que Q 
admette, les diverses solutions d’un adjoint quelconque 5 de X se déduisent 
de l’une quelconque d'entre elles par les diverses transformations de k.° 


Il résulte, de plus, de ce qui a été dit au n° 5 sur le groupe 
dinvariance K de S qu’il y a une transformation de k et une seule 
changeant une solution donnée de 5 en une autre (donnée). 

Par ailleurs, il résulte de la définition initiale des adjoints qu'il y 
en aun, et, d’après ce qui précède, un seul, ayant pour solution une 
solution particulière quelconque, donnée, de S. 

Les solutions de S se répartissent donc entre les divers adjoints o de X; 
et il résulte encore de ce qui précède que, dans leur ensemble, ces 
adjoints sont les mêmes, quelle que soit la forme normale de G employée 
pour les définir. Car la définition de & est indépendante de tout mode 
particulier de représentation de G. 

Remarquons encore que toute transformation de #, laissant S et Q 
invariants, laisse Ë invariant, et, par suite, change toute solution de & 
en une solution de &. Si donc une solution d’un adjoint o de & appar- 
tient à À, il en est de même de toutes ses solutions. 

On voit donc que les solutions de Ÿ se répartissent entre certains de 
ses adjoints (et ne sont solutions d’aucun autre); et que l’ensemble de 
ces adjoints est le méme, quelle que soit la forme normale de G introduite 
dans la définition des adjoints. 


12 bis. Remarque I. — Soit R une transformation réductrice, écrite 
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sous la forme (10) qui correspond à la forme normale (2) de G, de 
pôle (w,,..., w,); soit P le réduit de Q qui en résulte, et o l’adjoint 


de X qui a pour solution (uw, ..., Un). Considérons la forme normale 
. 4 ! / , = 
de G, fournie par un autre pôle (w,,...,/,) : on l’obtiendra en 


éliminant les a; entre les équations (2) et les formules 


(21) = pi 4; «223 Dn} By) wir Gn) (CPST D5 ca Oy TY) 


qui définissent les nouveaux paramétres normaux (n° 2). La transfor- 
mation R pourra donc encore s’obtenir en éliminant les a; entre les 


équations 
BAUER 4 
(22) ; ; ‘ | CURE DE 
RO (Gy. cts On; Cane bn) 


(u,...,4,) étant une solution de S convenablement choisie. Pour 
qu'il y ait effectivement identité entre la transformation ainsi définie 
et la transformation (10), on devra avoir, quels que soient les a, 
p(u’, a) =9[u, p(w', a)]. 
c'est-à-dire 
o(u’, a)=oœlo(u, @'), a]: 
ce qui équivaut a la condition 


(23) Ui Oj Cag teas Un ee ete On) (USN En) 


Le nouvel adjoint o’ de & fourni par le réduit P au moyen de la 
nouvelle forme normale de G, [de pole (w', ..., w/')|, aura donc pour 
solution la solution (u’,..., u’,) deS ainsi définie : comme (w’,, ...,«!) 
est arbitraire, ce pourra étre toute solution de S. 

On obtient donc les divers adjoints de (S, Q), à partir d’un méme 
réduut de Q, en utilisant les diverses formes normales de G. 


Remarque Il. — Si le groupe k se réduit à la seule trans formation 
unité, chaque adjoint 5 de X a une solution et une seule. Si l’on met 
cet adjoint sous sa forme normale complète (S, A), cette solution 
unique s’obtiendra, d’après la théorie du n° 41, par la résolution du 
système complémentaire A. Car l’un quelconque A de ses réduits 
aura, comme (S,A), une solution et une seule; et il en sera de mème, 
par conséquent, pour lui. 
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Comme l'on peut, par ailleurs, d’après la remarque finale du 
n° 11 drs, et la définition des adjoints, former explicitivement, à partir 
de (S, Q) (sans intégration) celui de ses adjoints dont une solution 
satisfait a des conditions initiales données, cette solution de S pourra 
ainsi se calculer : de sorte que S s'intègre explicitement, dans ce cas, 
par des éliminatoires et résolutions portant sur des équations fintes. 


Remarque III. — Le groupe k peut se définir comme étant le plus 
grand sous-grouve du groupe d’invariance K de S qui laisse invariant 
le sous-système X deS. 


En effet, si une transformation de K laisse invariant ©, dont la forme 
normale complète est(S, Q), elle change toute équation de Q en une 
équation d'ordre zéro, qui est une conséquence de &, et qui, par suite, 
[Remarque I du n° 11 bcs], est une conséquence formelle de Q : elle 
laisse donc Q invariant. ClO. FD. 


Remarque IV. — La transformation réductrive (10), quichange S en 
S et Q en l’un de ses réduits, P, change aussi K en H, [n° 5]. Elle 
change done & en un sous-groupe / de H, qui est le plus grand sous- 
groupe de H laissant P invariant. Comme les t, ne figurent pas dans P, 
on pourra en faire abstraction dans À qui deviendra ainsi, dans 
l’espace (x,,..., x,), le plus grand sous-groupe / de H qui laisse P 
invariant. 


13. Propriétés des sous-systémes adjoints. — 1° De la réciprocité 
de G et H, [n° 3], résulte immédiatement que les transformations de 
G, [ou, plus exactement, du groupe G qu'on en déduit par l’adjonction 
des équations #, —t;, (h—1,2,...,p})], [voir n° 6], laissent inva- 
riante toute transformation du groupe auxiliaire Je, [voir n° 4], et, par 
conséquent, toute transformation de son sous-groupe #, (plus grand 
sous-groupe du groupe d’invariance K de S laissant invariant le sous- 
système & considéré). 

On en conclut que toute trans formation de 4, effectuée sur les variables 
dépendantes, change tout adjoint 5 de Ë en un adjoint 5' de X. 

Soient, en effet, T la transformation considérée, (u,,...,u,) une 
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solution de 5, et (u',,...,u!,) la solution de S qui en résulte par T. Les . 
diverses solutions de o se déduisant de (u,, ..., u,) par les transfor- 
mations de #, et celles-ci demeurant invariantes par T, les diverses 
solutions du transformé + de 5 par T se déduiront aussi de (u',,...,u, 
par les diverses transformations de k£. Ce seront donc les solutions de 
l’adjoint o’ de X qui a (u,...,u!,) pour l’une de ses solutions; et le 
transformé = de o par T se confondra donc avec cet adjoint. 
| Cente bs 


2 Pour compléter ce résultat, employons une forme normale (2) 
de G, et soit (w,,..., w,) son pole, [n° 2]. Soit alors 


(T) MON VS ni Cite Cr) (UE En) 
la transformation T, on aura 
(24) Wine OPCs cing Un 4 ee on) (CSS ee Ped 


Soient, d’autre part, (S, Q) étant a nouveau la forme normale 
complète de £, P et P’ les deux réduits de Q fournis par les deux 
transformations réductrices 


(U) Pre Ohare n api tld cl jig, ote a tn) (TS 2227) 
et 
QUES D Oy (Ie eth ns ANR AE) (eS e, PORTER 


La seconde de ces transformations s’écrivant 
x= 9(9(u, c), a']= lu, o(e, x’), 
on a, manifestement, 
(25) U'= UT, 
T, étant la transformation de H (') 
Cle) LESSON Lay nes Ln He aes ays ed CoS Dect ity 


Cc ee Oe 


(1) On remarquera que cette formule symbolique donne une expression générale des 
transformations réductrices (au moyen de l’une quelconque d’entre elles), qui est indé- 
pendante du mode de représentation de G et H. 
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et nous savons que T et T, résultent l’une de l’autre par l’inversion, 
de pôle (w,,..., w,), associée à G et H, [n° 3bës, Remarque I]. 

Puisque U change Q en P et que U’ change Q en P’, on conclut de 
l'identité symbolique (25) que T, change P en P’. 

Donc, st les adjoints 5 et a’ de (S, Q) proviennent des réduits P et P’ 
de Q par l'intermédiaire de la forme normale de G dont le pôle est 
(uw, ...,,), P est changé en P' par celles des trans formations T, de H 
qui résultent, par l’inversion, de pôle (w,,...,w,), associée à G et H, des 
trans formations T de G qui changent 5 en 5. 

On remarquera que les transformations T, ainsi définies, changeant 
P en P’ et appartenant à H, changent A, plus grand sous-groupe de H 
laissant P invariant, en A’, plus grand sous-groupe de H laissant P’ 
invariant. 

Donc les divers sous-groupes h de M, constitués respectivement par toutes 
les trans formations de H qui laissent invariants les divers réduits P de Q 
sont homologues dans H. 


3° Remarquons encore que les transformations T de G qui changent 
sens sont toutes celles qui changent une solution de 5, arbitrairement 
choisie, en une solution, arbitrairement choisie, de a’. 

Car chacune de ces transformations change o en un autre adjoint 
de Z (propriété 1° du présent numéro), et cet adjoint, ayant une 
solution commune avec a’, se confond avec lui, puisque les diverses 
solutions de S se répartissent entre les adjoints de Ë, [n° 12]. 


4° Supposons maintenant, dans ce qui précède, que a’ soit iden- 
tique à 5. On conclura d’abord, de la propriété 3°, que la transforma- 
tion T de G qui change une solution de 5 (arbitrairement choisie) en 
une autre solution (arbitrairement choisie) de ao laisse 6 invariant. Il 
est manifeste que l’on obtient ainsi toutes les transformations de G que 
s admet, et que ces transformations forment un sous-groupe g de G. 

La propriété 2° montre que ce groupe g est semblable par toute 
inversion relative à G et H, au plus grand sous-groupe h de H laissant 
invariant le réduit P de Q qui servirait à définir l’adjoint 5, au moyen 
de la forme normale de G ayant même pôle que cette inversion. 

On conclut done que tout adjoint 5 d'un sous-système X de S est un 
système automorphe, et que son groupe d’automorphie est le sous-groupe | 
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g de G dont la définition vient d'être donnée.à partir de la forme nor- 
male complète (S, Q) de X. 

Ajoutons que, puisque l’on passe de tout adjoint 5 à toutautre ce 
par des transformations de G, les groupes d’automorphie des divers 
adjoints 5 d’un méme sous-système X! de S sont homologues dans (. Car 
toute transformation de G qui change 5 en o’ change le groupe d’auto- 
morphie g de 5 enle groupe d’automorphie g’ de o’, puisqu’elle n’opere 
que sur les variables dépendantes. 


14. Sous-systémes principaux. — L’automorphie des sous-systemes 
adjoints peut se déduire du fait que les diverses solutions de tout 
adjoint 5 d’un sous-système = de S se déduisent de l’une quelconque 
d’entres elles par les diverses transformations du plus grand sous- 
groupe & de K, (groupe d’invariance de S), qui laisse © invariant. 
[voir n° 12 et n° 12 dis, Rem. II |. 

Nous avons vu, en effet, au n° 5, que l’on peut établir entre les 
transformations de K et de ( une correspondance isomorphique telle 
que deux transformations homologues quelconques changent une 
solution déterminée de S, (u,,...,u,), (arbitrairement choisie), en 
une même autre solution de S. Si donc a est l’adjoint de Ÿ qui a cette 
solution (4,,...,4,) pour solution, et si g est le sous-groupe de G 
homologue, dans cette isomorphie, au sous-groupe £ de K, les diverses 
transformations de g changeront (u,,...,u,), comme celles de #, en 
les diverses solutions de 5; et. ¢ étant un groupe, il en sera de même 
pour toute autre solution (wv, ..., 4!) de 5. 

L’automorphie de 5 est ainsi établie, avec une nouvelle définition 
du groupe d’automorphie g, qui met en évidence son isomorphisme 
avec #. 

Considérons maintenant, inversement, un sous-systeme quelconque 
s de S, qui soit automorphe et ait pour groupe d’automorphie un sous- 
groupe g de G : c’est ce que nous appellerons un sous-système principal 
de S. Désignons par (4,...,u,) une quelconque de ses solutions, et 
considérons à nouveau l’isomorphie entre G et K dans laquelle deux 
transformations homologues quelconques changent (w,,..., u,) en 
une même autre solution de S. Les transformations du sous-groupe # 
de K homologue de g dans cette automorphie changeront (w,,...,u,), 
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(comme les transformations homologues de 2), en les diverses autres 
solutions de s; et, # étant un groupe, elles changeront toute autre 
solution (4°, ...,u!,) des en ses diverses autres solutions. 

Tout sous-système principal s de S a donc, comme S lui-méme, outre 
son groupe d'automorphie g (sous-groupe du groupe d’automorphie G 
de S), un groupe d'invariance k (sous-groupe du groupe d’invariance 
K de S), qui, comme son groupe d'automorphie g, change toute solution 
de s, par ses diverses trans formations, en les diverses solutions de s. 

D'après ce qui précède, tout adjoint 5 d’un sous-système © de S est 
un sous-systéme principal de S. 

Mais, inversement, tout sous-système principal s de S est l’un de ses 
propres adjoinis, Vu que son groupe d’invariance #, contenant, pour 
tout choix de deux solutions de s, une transformation qui change la 
premiére de ces solutions en la seconde (condition qui définit une 
transformation de K et une seule), est le plus grand sous-groupe de K 
qui laisse s invariant. 

Il y a donc identité entre l’ensemble des adjoints de tous les sous- 
systèmes de S et l’ensemble des sous-systèmes principaux de S. 

Remarquons qu'il résulte de ce qui précède que les adjoints d'un 
quelconque des sous-systèmes adjoints à un sous-système X de S se 
con fondent avec ceux-cr. 


III. — Sur la réductibilité des systèmes automorphes considérés. 
Groupes spécifiques et groupes de rationalité. Exemple. 


15. Sur la notion de rationalité. — Nous supposerons, dans ce qui 
suit, que l’on s’est donné un domaine de rationalité, de sorte que le 
mot rationnel sera, sauf avis contraire, relatif à ce domaine (®). 
Parmi ses éléments de base figureront toujours, par hypothèse, outre 
les entiers arithmétiques, positifs ou négatifs, les variables indépen- 
dantes ¢,,...,¢,, les variables dépendantes æ,, ...,2,, et les dérivées 
ai») des secondes par rapport aux premières, ainsi que les para- 
mètres indéterminés et les constantes arbitraires qu'il y aura lieu 
d'introduire. A ces éléments de base obligatoires, qui sont ceux du 


domaine de rationalité absolue (R,), pourront ètre adjoints, suivant 
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les cas, pour constituer la base de (@), telles ou telles constantes 
numériques, et telles ou telles fonctions des variables ¢,, ..., t,. 
SiF(t,,...,¢,)estl’une de ces dernières, on devra adjoindre en même 
temps qu'elle : 


a. Celles de ses dérivées partielles qui interviendront dans la 
question ; 

b. Les valeurs numériques qu’elle prend pour tout système de 
valeurs numériques des 4, appartenant à (R, ). 


Nous dirons qu’un groupe simplement transitif G est rationnel, si 
ses équations finies 


(1) Vf Sn CT a 5 On) (CNE 0) 


sont, pour un choix convenable du système de paramètres c; auquel 
elles se rapportent, rationnelles et résolubles rationnellement par 
rapport à ces paramètres. Cette double rationalité subsiste alors 
pour toute forme normale (n° 2) 


(2) i= Oil Lepore En ae COR) (Gy ce WO) 


de G relative à un pôle (w,,...,«w,) rationnel (c’est-à-dire dont les 
coordonnées w; sont rationnelles). Les formules 


(3) Bix JA Saye. al eeie can (LEA EE AU) 


du changement de paramètres conduisant à cette forme nouvelle sont, 
en effet, dans ce cas, rationnelles et résolubles rationnellement par 
rapport aux ¢;. 

Remarquons que si l’on supposait d'emblée que l’une des formes 
normales (2) de G fût rationnelle et résoluble rationnellement par 
rapport aux a; la rationalité du pôle (w,, ..., w,) relatif à cette forme 
normale en résulterait. Car les w;, en tant que paramètres de la trans- 
formation identique de G, pourraient se calculer au moyen des équa- 
tions (résolubles rationnellement, par hypothèse) 


(4) Li OL er Lai Oy Sn RS FE MR TE à 


’ Le rf . . 
où l’on aurait donné aux x; des valeurs numériques rationnelles 
arbitraires. | 
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De la rationalité des w; résulte, par ailleurs, que les équations 
involutives 
(5) On pis ns Bh; «uns Un) (su san) 
donneront sous forme rationnelle, en fonction des a;, les para- 
mètres a; de la transformation de G 
(6) Du tn res Ch) ES ree ee 
inverse de la transformation générale (2). 


Par suite, les équations finies du réciproque H de G, sous la 
forme (n° 3), 


(7) Ti Yi( Uy «+ +1 An; Las «++; Ln) (ar ae) 5 


auront toutes les propriétés de rationalité que nous venons de supposer 
ou de reconnaitre a celles de G. De sorte que le réciproque H de G est 
rationnel en méme temps que G. 

Ceci acquis, on voit que si G est rationnel, les transformations infi- 
nitésimales de H, 


(8) Lif =Cia( 21; --+) Ln) = 


0 ; 
Oe bs ——— ES EN Oo oe 
La ( ’ ee) ’ ) 


pourront être supposées rationnelles; et, cela étant, la forme (n° 6), 


(9) sa hall, -.c bp) Cail Bay == +5.) CoO Re Re PI LCN oe Re Yet yy 2) 
d’un système automorphe S, ayant pour groupe d’automorphie le 
groupe rationnel G considéré, sera rationnelle quand les coefficients À, 
y seront rationnels. Auquel cas nous dirons que ce système S est 
rationnel. 

La rationalité d’un des systèmes automorphes S considérés impli- 
quera donc, par convention, la rationalité (telle qu’elle a été définie ci- 
dessus), de son groupe d’automorphie, et s’entendra de la rationalité de 


. é ; ; PROC; 
ses équations, supposées résolues par rapport aux dérivées 


Au contraire, un sous-système Z d’un système automorphe S 
rationnel sera (a priori) dit rationnel dès que l’une quelconque des 
formes dont il est susceptible se composera d’équatious rationnelles. 

Ann. Ec. Norm., (3), LVII. — Fasc. 1. 6 
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Mais cela suffira pour qu'on puisse le ramener, par les méthodes 
des n° 9 et 10, à une forme normale complète (S, Q) dans laquelle le 
système complémentaire (d'ordre zéro) Q sera rationnel ('). De sorte 
que la rationalité d’un sous-systeme È d'un système automorphe % 
rationnel se traduit par le fait que, dans sa forme normale complète 


(S, Q), le système complémentaire Q peut s'écrire sous forme rationnelle. 


16. De la réductibilité des systèmes automorphes considérés. 
Remarque fondamentale. — (Conformément à la notion générale de la 
réductibilité que l’on doit à M. Drach, un des systèmes S considérés, 
supposé rationnel, sera dit réductible s’il est compatible avec au moins 
une équation rationnelle &, qui n’en soit pas une conséquence : ce qui 
équivaut ici à dire qu’elle ne se réduira pas à une identité quand on 
en aura éliminé toutes les dérivées x" au moyen des équations 
de S et, éventuellement, de celles qui en résultent par dérivations 
successives. On aura alors un sous-système = de S, qui sera rationnel, 
en adjoignant cette équation & aux équations de S. On peut donc dire 
qu’un système S rationnel est réductible st l’un au moins de ses sous- 
systèmes est rationnel. 

Soit donc À un sous-système rationnel d’un système automorphe S 
rationnel (de l’espèce considérée), supposé réductible; et soit (S. Q) 
la forme normale complète de X, dans laquelle Q est un système 
rationnel(ent,,...,1,,æ,,...,x,) d'ordre zéro. D’après la remaque III 
du n° 11 bis, on peut former comme il suit l’adjoint o de © admettant 
la solution (u,,...,u,) de S qui satisfait à des conditions initiales, 
arbitrairement données, 


0 


MO) Pages C= ee eer pour torah, (= 25 lee ape 


Dans le système Q,, obtenu en donnant aux 4,, dans Q, les valeurs ae 


(1) Les opérations que comportent ces méthodes consistent, en effet : 1° à dériver des 
équations rationnelles ce qui, d'après les hypothèses faites sur (R), donne des équations 


ralionnelles; 2° à remplacer certaines dérivées æl%..%, dans des équations rationnelles, 


par des expressions rationnelles ; 3° à remplacer des systèmes en wr, .... y, tationnels 
absolument par rapport à ces variables, et dont les coefficients sont rationnels dans (R), 
par des systèmes équivalents de la forme canonique (4), (5) du n° 9 : ce qui se fait sans 


sortir de (R). 
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on fait la transformation 
(11) Bee OT aia gg OE gh ns tg Ay) (ORES bee Recta otte jie 


On a ainsi un réduit Q, de Q, qu'il suffit d’identifier (en aw. ...,2",), 
avec le systeme Q qui se déduit de Q par la transformation 


(12) Pi FA] eo Mn tin sn) (D: Gone TE | 


dans laquelle les u; sont des indéterminées. En adjoignant, en effet, le 
système A, en u,,...,u,, qui résulte de cette identification, aux 
équations de S (écrites avec les lettres wu; au lieu des lettres x;), on 
obtient en (S, A), l’adjoint en question. 

Or. si les 1; sont des constantes numériques rationnelles, Q, sera 
rationnel | d’après les hypothèses faites sur (®); et si les uw? sont aussi 
des constantes numériques rationnelles, Q, sera, également, rationnel. 
Comme, d’autre part, Q est, comme Q, rationnel, puisque les u; sont 
des éléments de (R), en tant qu’indéterminées; et comme Q et Q, 
sont rationnels en æ',...,æ,, au sens absolu du mot, les conditions 
d'identification A seront elles-mêmes rationnelles : de sorte que 

l’adjoint (S, A) sera | sous l'hypothèse de la rationalité des constantes 
Biumériques i, ef wu’, (h—1,2,...,p),(4—1,2;...,u)], un sous- 
système rationnel de S. 

D'où le résultat, fondamental pour la suite : 


REMARQUE FONDAMENTALE. — Tout adjoint a d'un sous-système È 


rationnel, dont une solution a un point rationnel, est rationnel. 


En disant, dans cet énoncé, qu’une solution (u,,...,u,) de S a 
un point rationnel, nous entendons que la multiplicité de l’espace 
“ip ee ellie cas 
(15) Wi 8G Lay ok To) (SA Oe can) 
qui la représente, a un point à coordonnées rationnelles, c’est-à-dire 
_ que les équations (13) sont vérifiées par un système de valeurs numé- 
riques rationnelles des ¢, et des 27. 


17. Des sous-systémes rationnels qui ont une solution commune. — 
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Considérons l’ensemble (U) de tous les sous-systèmes U de S qui sont 
rationnels et admettent une même solution (,,...,u,). Je dis qu'il 
contient un système, U,, qui est un sous-systéme de tous les autres. 

Supposons, en effet, qu'il n’en soit pas ainsi, et soit U, un des 
éléments de (U). Comme ce n’est pas un sous-système de tous les 
autres, il y a au moins un autre élément U de (U) dont il n’est pas un 
sous-système. Le système obtenu en réunissant les équations de U, 
et U' est un système rationnel qui a pour solutions les solutions com- 
munes à U, et U' : parmi elles figure (u,,...,u,), et ilyenaquine 
sont pas des solutions de U,. Ce système est donc un des éléments 
de (U) et c’est un sous-système de U,. 

Sur cet élément U, de (U), nous pourrons raisonner comme sur U,, 
et ainsi de suite. Ce qui prouve l'existence d’une suite illimitée, U,, 
U,,... d'éléments de (U), dont chacun est un sous-système du 
précédent. 

Soit (S, O,) la forme normale complète de U,, dans laquelle O, est 
rationnel, d'ordre zére, et appartient vis-à-vis de æ,,...,æ,, au 
domaine de rationalité absolu (,). La suite illimitée O,, O,, ... est 
composée de systèmes dont chacun se déduit du précédent par 
l’adjonction d'équations nouvelles qui n’en sont pas des conséquences. 

Or nous avons vu, au n° 10, dans le cas analogue de la suite Q,, 
Q,,... alors considérée, qu'une telle suite ne peut pas être illimitée. 
Nous arrivons donc à une contradiction, ce qui établit la proposition 
annoncée. 

Ainsi, parmi les sous-systémes rationnels d'un système automorphe S 
(rationnel et réductible) qui ont en commun une solution de S quelconque, 
ily en a un qui est un sous-système de tous les autres. 

Nous l’appellerons le sous-système fondamental de S relatif à cette 
solution. 


18. Gas des solutions qui ont un point rationnel. — Soit () l’une des 
solutions de S qui ont un point rationnel, et V, le sous-système fonda- 
mental de S relatif à cette solution. L’adjoint de V, qui a(e) pour l’une 
de ses solutions se confondra avec V,. Car cet adjoint est rationnel 
(n° 16, Remarque fondamentale); de sorte que, si V, ne se confondait 
pas avec lui, V, serait, en tant que sous-systéme fondamental relatif 
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à (6), un sous-systéme de cet adjoint : V, serait donc un sous-système 
d’un de ses adjoints, ce qui est impossible ('). 

V, est donc identique à l’un de ses adjoints, et, par conséquent, est 
un sous-système principal (n° 14) deS : soit g, son groupe d’invariance. 

Soit, d'autre part, © un sous-systéme rationnel quelconque de S, 
et & le plus grand sous-groupe du groupe d’invariance K de S qui 
laisse invariant ce sous-système. Nous savons (n° 12 à 14) que tout 
adjoint de X est un sous-système principal de S, ayant Æ pour groupe 
d'invariance. Soit o celui de ces adjoints qui admet (¢) pour l’une de 
ses solutions, et soit g son groupe d’automorphie. Comme oc est 
rationnel (n° 16, Remarque fondamentale), toutes les solutions de V, 
sont des solutions de c. Or on passe de (+) à chaque solution, soit 
de V,, soit de 5, par une transformation de Get une seule, qui, pour V,, 
appartient à g,, et, pour 5, appartient à g. Donc, les solutions de V, 
étant des solutions de 6, 2, est contenu dans g. 

De même, on passe de (e) à chaque solution de V,, ou de oc, par une 
transformation de K et une seule, qui, pour V,, apppartient à #,, et, 
pour 5, appartient à #. Donc les solutions de V, étant des solutions 
de 5, k, est contenu dans #. 

Remarquons encore que, puisqu'il y a un adjoint o de & qui admet 
toutes les solutions de V,, = ne peut pas être un sous-système de V,. 
Car, s’il en était un, il serait un sous-système de cet adjoint o : de 
sorte que = serait un sous-système d’un de ses adjoints, ce qui est 
impossible [ vor la note (') ci-dessus |. On conclut de cette remarque 
que V, est irréductible. 


En RÉSUMÉ : Le sous-système fondamental V, deS relatif à une solu- 
tion (¢) qui a un point rationnel est un sous-système principal. Il est 
trréductible. Tout sous-système rationnel & de S a un adjoint o rationnel, 
qui admet toutes les solutions de V,. Le groupe d’automorphie et le 
groupe d’invariance de cet adjoint contiennent, respectivement, le groupe 
d’automorphie et le groupe d'invariance de V,. Cela revient à dire, en ce 
qui concerne les groupes d’invariance, que celui de V, est contenu dans le 


(1) On a vu, en effet, au n° 12, que si un adjoint d’un sous-système = admet l’une 
des solutions de ce sous-système, toutes ses solutions sont des solutions de =. 
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a 4 ee ee 
plus grand sous-groupe du groupe d'invartance K de S qui laisse È 


invariant. 


19. Groupe spécifique et solutions conjuguées. — [| résulte de ce qui 
précède que le mode de réductibilité de chaque système automorphe S 
particulier, dans chaque domaine de rationalité («R) donné, est carac- 
térisé par le plus grand sous-groupe 4, de son groupe d’invariance K 
qui laisse invariants tous ses sous-systémes rationnels : c'est ce que 
nous appellerons, pour cette raison, le groupe spéctfique de S | dans le 
domaine(®)]. 

On conclut immédiatement de cette définition, rapprochée des 
énoncés du numéro précédent, que le groupe spécifique de S est le 
groupe d'invariance de tout sous-système fondamental de S relatif à 
une solution ayant un point rationnel, sous-système fondamental qui 
est, comme on l’a vu, un sous-système principal de S irréductible. 

Pour un sous-systéme fondamental quelconque de S, on peut seule- 
ment affirmer que le groupe spécifique est contenu dans le plus grand 
sous-groupe du groupe d’invariance K de S qui laisse ce sous-système 
invariant : ce qui n’est qu'une autre forme de la définition du groupe 
spécifique. 

Pour énoncer, plus facilement, d’autres conséquences de cette déli- 
nition, nous dirons que deux solutions de S sont conjuguées si elles 
dérivent l’une de l’autre par une transformation du groupe spécifique, 
et son inverse : ce qui entraine qu’une solution quelconque est l’une 
de ses propres conjuguées. L'ensemble des solutions conjuguées d’une 
solution particulière quelconque sera dit une famille de solutions 
conjuguées. Les solutions qui le composent sont, en effet, deux à deux 
conjuguées, et se déduisent de l’une quelconque d’entre elles par les 
diverses transformations du groupe spécifique : en d’autres termes, 
ce sont les conjuguées de l’une quelconque d’entre elles. 

Soit (4,,...,u,) une solution quelconque de S, et cherchons à 
définir analytiquement ses conjuguées. D’après le n° 5, la transfor- 
mation réductrice 


0 


(14) Di ON Ua, 2. Uy By. Ph) (TT Peer) 


ramène le groupe d’invariance K au groupe H, qui résulte du réci- 
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proque H du groupe d’automorphie G par l’adjonction des équations 


t=th, (h=1,2,...,n). Si l’on fait abstraction de ces équations 
dans K, celui-ci est, en conséquence, 
(15) MIRE RSR scies) (=, pyar 5 TO) 


les 9, étant définis par la formule (28) du n° 5, à savoir, sous forme 
plus explicite, par les équations 


MS: 2. O55 Llyn «= 25 ip eal yee e scl ae M Dee 70s 


et, sous le bénéfice de ces formules, les équations (15) se changent, 
par la transformation (14), en 


(17) De Cee it) (C15, 2) ae eres 


équations de H. 

Le groupe spécifique 4, de S, sous-groupe de K, devient, en même 
temps, un sous-groupe A de H; et le système d’équations entre les 
paramètres a; des équations (17), 


(18) AG 2 Gg) == (Test 26e g) 


qui définit ce sous-groupe À de H, définit aussi, pour les équations (15), 
(16), le groupe spécifique /,, comme sous-groupe de K. 

De plus, d’après la remarque finale du n° 5, la transformation 
générale (15), (16) de K change (u,,...,u,) en une solution de S qui 
est aussi donnée, pour les mêmes valeurs des paramètres a;, par la 
transformation générale de G, 


(10) Des Olt cn nie ce: CU) CHR nan (Oe 


appliquée également à (4,,...,u,). 

D'où il résulte que les équations (18) définissent encore, dans le 
groupe G, un sous-groupe g dont les transformations comme celles 
de #,, changent (u,,..., u,) en ses diverses conguguées. 

On conclut de là que toute famille de solutions conguguces de S est 
constituée par l’ensemble des solutions d'un sous-système principal de S 
ayant pour groupe d invariance le groupe spécifique de S; et récipro- 


quement. 


20. Les sous-systémes spécifiques et leurs groupes d’automorphie. 


4 % 
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— Nous appellerons, pour abréger, sous-systèmes spécifiques les sous- 
systèmes principaux de S qui viennent de s’introduire, c’est-à-dire 
ceux dont le groupe d’invariance est le groupe spécifique de $. 

Nous avons vu comment le groupe d’automorphie g de l'un 
quelconque d’entre eux se déduit du groupe spécifique #,, si l’on 
connait l’une de ses solutions (u,,..., Un). 

Comparons les groupes d’automorphie, g et g’, de deux de ces 
systèmes, s et s’, ayant respectivement, pour l’une de leurs solutions, 
(CPP RP PAU EAU NET EU ARR 

Nous remarquerons, à cet effet, que l’on passe de (w,,...,u, 
à (u,...,u,,) par une certaine transformation (19) de G : soit T cette 
transformation. Toute transformation de G laisse invariante toute 
transformation (17) de H, et, par conséquent, toute tranformation de 
la forme (15), quelles que soient les fonctions 0; des t,; elle laisse donc 
invariante toute transformation du groupe spécifique, et, par consé- 
quent, change deux solutions de S conjugées en deux solutions 
conjugées. Donc T, changeant (u,, ...,u,)en (u,, ...,u,), changera 
la famille des conjugées de(u,, ..., u,)(c’est-a-dire des solutions des) 
en celle des conjugées de(w', ..., u',)(c’est-a-dire des solutions des’). 
Elle changera donc s en s’ et g en g’. 

On peut donc énoncer les conclusions suivantes : 


Les solutions de S se partagent en fanulles de solutions conjugées: 
chacune de ces famulles est formée par les solutions d'un sous-système 
spécifique de 8, et réciproquement. 

St s ets’ sont deux sous-systèmes spécifiques de S, toute trans for- 
mation | du groupe d’automorphie G de S qui change une solution de s 
en une solution de s' change s en s' : de sorte que le groupe d’auto- 
morphie g' de s'est le transformé du groupe d’automorphie g de s par 
cette trans formation T. 


On voit que les groupes d ‘automorphie g des divers sous-systèmes 
spécifiques constituent une famille de sous-groupes de G, homologues 
dans G; et que, dans ce qui précède, g’ ne se confond avec g que si T 
laisse g invariant. 


21. Caractéres fondamentaux de la réductibilité des systémes 
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considérés. — L'introduction des notions précédentes (groupe spéci- 
fique, solutions conjuguées, sous-systèmes spécifiques) permet de 
caractériser, comme il suit, le mode de réductibilité des systèmes 
automorphes S considérés. ; 


1° Tout sous-système rationnel € de S admet le sous-groupe spéci- 
fique 4, de S, d’après la définition même de ce sous-groupe. Il en 
résulte que les solutions de ce sous-système se répartissent en 
familles dans chacune desquelles les diverses solutions proviennent 
de l’une quelconque d’entre elles par les diverses transformations du 
groupe spécifique, c’est-à-dire en familles de solutions conjuguées. 

Donc : les solutions de tout sous-système rationnel de S se répartissent 
en familles de solutions conjuguées; chacune de ces familles est formée 
des solutions d’un sous-système spécifique de S, rationnel ou non. 

Il en résulte qu'une solution quelconque de S ne peut pas être solution 
d'un sous-système rationnel de S sans que ses conjuguées le soient. Elle 
est donc, au point de vue de sa détermination par des systèmes 
rationnels, znséparable de ses conjuguées. 

2° On conclut de ce qui précède que tout sous-système spécifique 
rationnel est trréductible. Car s’il avait un sous-système rationnel, 
celui-ci serait un sous-système rationnel de S qui ne pourrait pas 
satisfaire à la propriété générale des sous-systèmes rationnels qui 
vient d’être énoncée. En effet, d'après cette propriété, un sous- 
système rationnel ne peut pas admettre une solution d’un sous- 
système spécifique sans les admettre toutes. 

La présente propriété contient, en particulier, la suivante qui lui 
est mème, au fond, équivalente : 

Tout sous-système spécifique rationnel est sous-système fondamental 
relativement à chacune de ses solutions. 

3° Le sous-système fondamental relatif à une solution arbitraire 
de S nest pas, en général, un sous-système spécifique. C’est ce qui 
résultera d’un exemple, que nous traiterons plus loin. Mais ily a 
toujours des solutions pour lesquelles le sous-système fondamental 
correspondant est un sous-système spécifique de S. 

C’est ce qui résulte de la proposition du n° 18, que lon peut 
énoncer ainsi : 
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Le sous-système fondamental relatif à l’une quelconque des solutions 
de S qui ont un point rationnel est un sous-système spécifique. k 

En d’autres termes, toute famille de solutions conjuguées parmi 
lesquelles figure une solution ayant un point rationnel constitue 
l'ensemble des solutions d'un sous-système spécifique rationnel. 


Il est naturel de penser qu'il y a aussi des familles de solutions 
conjuguées, ne contenant aucune solution ayant un point rationnel, 
qui sont données par des sous-systèmes spécifiques rationnels; mais 
il parait difficile de les caractériser. Nous nous bornerons à constater 
leur existence sur l'exemple annoncé. 


22. Groupes de rationalité. Théorème de Galois. — Nous appel- 
lerons, pour abréger, solutions primitives de S celles qui satisfont à 
des sous-systèmes spécifiques rationnels et groupe de rationalité 
relatif à une solution primitive le groupe d’automorphie g du sous- 
système spécifique dont elle est une solution. 

Cette dénomination de groupe de rationalité a son origine dans 
l'étude, conforme aux rdées de Galois, des conditions dans lesquelles 
une fonction rationnelle [dans (R)] des ax; et des 1, se réduit à une 
fonction rationnelle ¢, lorsqu'on y remplace (æ,,...,æ,) par une 
CODHOD NU. 1) des. 

Soit R(x, ..., a3 ti,..., t,) la fonction rationnelle considérée, 
et posons 
(20) RTL MNT CET oa Be he bete ere) 

Sila fonction ¢, est rationnelle, l'équation 


(21) ARABS Sic oe ke tp) == Coty aap) 


est une équation rationnelle qui admet la solution (w,,....u,); elle 


admet donc toute conjuguée (u', ..., u’,) de cette solution, et l’on a, 
par suite, 


(22) AUS Ee Une eee Lj) = Oh Cite wee OR Ds 
d’où Pidentité en t,,..., 2 
(29) RU PSN RC SRI, TRE ARE ty), 


Or (u,,..:,u,)1 ser déduit det(u, Ss. 91h) parvune certaine 
transformation T du groupe d’automorphie g du sous-système 
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spécifique de S dont les solutions sont (4,,...,u,) et ses conjuguées. 
Si donc cette transformation T est 


(24) Dey PAS ty Un) Caw ho ee 1) 

on aura l'identité en?¢,,..., 4, 

RO Ey Wig ns Ege Jy. vers Wal Wey ons Un) La ce ig = Ru oe Ue detects 
que l’on exprimera en disant que la fonction rationnelle R(u,,...,u,; 
t,,...,¢,) de la solution (u,,..., u,) admet numériquement la trans- 
formation (24) : ce qui n’exige pas que la fonction rationnelle 
R(Z,,...,æ,3t,, ...,t,) des indéterminées x; admette formelle- 


ment cette transformation (quels que soient les valeurs des t,). 

Si Von convient d'appeler valeur numérique de l'expression 
D Url <n, tp) 1a tOnCUON OL, «<0 tp) à laquelle elle se 
réduit quand on y remplace les lettres uw; par les fonctions des 4; qu’elles 
représentent, on aura la proposition suivante : 


THÉORÈME DE GaLois (1"° partie). — Pour que la valeur numérique 
d’une fonction rationnelle d'une solution (u) deS soit rationnelle, il est 
nécessaire que cette valeur ne change pas quand on remplace (u), dans 
cette fonction rationnelle, par l’une quelconque des solutions qui lui 
sont conjuguées : ce qui équivaut à dire que cette fonction rationnelle 
de (w) admet, numériquement, toutes les transformations du groupe 
d’automorphie g du sous-système spécifique de S dont (u) est l’une des 
solutions. 


Rappelons, pour plus de clarté, que ce groupe g est formé des trans- 
formations du groupe d’automorphie G de S qui changent (u) en ses 
diverses conjuguées. 

La réciproque est vraie, si (w) est une solution primitive de S. Soit, 
en effet, dans ce cas(S, A) la forme normale complète | n° 10 | du sous- 
système spécifique dont (u) est une solution. L’équation (21) admettra, 
par hypothèse, la solution (4) et ses conjuguées, c'est-à-dire toutes les 
solutions de (S, A). Ce sera donc une conséquence de A [n° 41 bus |. 
Ce sera même la seule conséquence de A qui soit de la forme 


(26) PGE angen sy tink co ei) — De wen Lp) 


car toute conséquence de A admet sa solution (w), et, en écrivant 
qu'il en est ainsi de (26), on obtient ¢ = 95. 
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D'autre part (w) étant primitive, A estration nel. Si donc on exprime 
que (26) est une conséquence de A, le système, rationnel en p, que 
l'on obtiendra ainsi aura une solution unique; et comme ses coefficients 
appartiendront à (@), puisque ceux des équations de A, et de (26) 
(enæx,,...,æ,), appartiennent à (R),ilen sera de même de cette solu- 
tion unique p = polis ..., tp). 

Nous pouvons donc compléter le théorème précédent par le suivant : 

THÉéORÈME DE GaLois (2° partie). — La condition nécessaire énoncée 
est suffisante si la solution (u) considérée est une solution primitive. 


Le groupe d’automorphie g considéré est alors, par définition, le 
groupe de rationalité relatif à la solution (w) considérée. 

On remarquera que les deux énoncés restent vrais si l’on y remplace 
le groupe d’automorphie g, qui peut changer d’une solution à une 
autre, par le groupe spécifique #,, qui est le même pour toutes. Car, 
par définition, on passe de toute solution à ses conjuguées par les 
diverses transformations de ce groupe spécifique. 


23. Groupes de Galois. — Pour compléter ces généralités, nous 
observerons que si le domaine de rationalité () considéré contient 
toutes les constantes numériques (soit réelles, soit complexes, suivant 
que l’on se place au point de vue de l'analyse réelle ou de celle des 
fonctions de variables complexes), tous les points de toute solution 
(u,,...,u,) de S sont des points rationnels, de sorte que toutes les 
solutions de S sont primitives. 

La deuxième partie du théorème, auquel nous avons donné le nom 
de (ralois, est alors débarrassée de toute restriction, et ce théorème 
est, dès lors, l’exacte généralisation de celui sur lequel Galois a fondé 
sa théorie des équations algébriques. Les groupes de rationalité 
sont, dans ce cas, tous les groupes homologues de l’un quelconque 
d’entre eux dans le groupe d’automorphie G de S (dont ils sont des 
sous-groupes), et l'on peut donner, à l’un quelconque de ces sous- 
groupes de G, dont la structure importera seule, le nom de groupe 
de Galois de $. 


RUE à : , 
21. Etude d'un exemple. — L'exemple que je traiterai, comme je 
l'ai annoncé au n° 21, se rapporte à la théorie de l'équation linéaire du 
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second ordre 


dx d. 


(26) ar YP a Or 


at 
Le systéme S automorphe auquel elle équivaut quand on prend pour 
inconnues un système fondamental d’intégrales (x,, æ,), est 
ax; aes dr. dx 


(ITS; ae Se es Prat I=. real de ae WP == Wo 


Son groupe d’automorphie (simplement transitif) G est, sous forme 
normale [ n° 2] 


AR ESS , . QS . . especies 1 
OR — CAT CA Le. el, — Où Ti LS, LS Lie di, = nt il 


et son point origine est 
(28 bis) GET == ==; GNT 


Il est isomorphe holoédriquement au groupe linéaire homogène 
Penéral{ef.n°7],T, 


(29) D ii Ce, EU Lie OL. 


Le groupe réciproque H est 


4 1 
(OG) AL Ona, vote nny Ly Oy Lia La Cp Ag ty, 


et la forme générale des trans formations réductrices est, par suite, 


1 


OR ie UD. A= Unie UD. LU ibn, «y My ey Li 


(u,, Us, Uz, u,) étant une solution quelconque de S. 

On remarquera que les dernières formules ne sont autres que celles 
qu'introduit la méthode de la variation des constantes, appliquée 
simultanément à x, et x, : les constantes que l’on fait varier devenant 
les inconnues nouvelles (a, x.) et (x, æ,), respectivement. 

La méthode du n° 5 donne, pour le groupe d'invariance K deS, ies 
équations 
AR 0e 0. to Dur Vis, CeO, Ory, à, 04,0 


avec 
DÜ,= «(au — Antz) + Uy (3, — aus), 
DO, = — uy (A, U2 — Qui) — Uy (Az Uy — AU), 
(32 bis) DOQ;= wu;(a,t,— œu;) + u(a;u, — GU), 
D0,=— u;(a us: — us) — u,(as;uz — ta), 


DSS UN. 
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1° Considérons, en nous plaçant dans le domaine de rationalité 
absolue | n° 15], celle des équations (26) qui admet les deux intégrales 


(33) Di COS: PSS USNC. 


a” étant un entier positif, non carré parfait. C’est celle pour laquelle 


on à 
2 Lo Ai ie 2 


(33 bis) DE À ) Y= ; 
Elle est donc rationnelle, ainsi que le système correspondantS. Celui-ci 
admet la solution transcendante 


(34) a=tcosat, 2 =tsinat, 2;=cosat—atsinal, 2,=smat+atcosat, 


Il est réductible, puisque cette solution satisfait à l’équation ration- 
nelle | 


2 9 


Shi SE 1 =e 


Pour faire l'application de la théorie des sous-systèmes adjoints| n° 12], 
je choisirai, de préférence, la relation 


(35) Dy (Hid, — £303) = (ai (2), 


à laquelle elle satisfait aussi. 
Soit donc & le sous-système rationnel que cette équation définit, 
conjointement avec S. La méthode du n°9 en donne, sans peine, la 


forme normale complète (S, Q) : on trouve, pour Q, le système 
Oe BOS BO eS a A 


(36) SS  — : 


ia LX Gee 
Considérons le réduit de Q, soit Q, [n° 11 bis, Rem. HT |, 


Lil Lidil (CEE EN) 
SS Te SS ———— 


Ly XX; oe 


(37) 


qu'on obtient en y faisant ¢=1; et exprimons que la transformation 
réductrice (31) ramène Q à Q,. Nous obtiendrons les équations de 
condition 

Up + 2 ty (a +i)ui= e, 
(38) Uy Uy + (Uy y+ ty U3) + (+1) = 6, 


US + Ut + (CP +1)W= el + ir. 


L'adjoint (S, @,) admettant la solution, soit (15 P25 055%), QUI Se 


PNA 
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réduit aux valeurs (28 bis) pour = 1, est donc défini par le système 
complémentaire &,, dont les équations sont : 


\ EPS BMD = (oF Mimi, 
(38 bis) Ly Lit (Ti EL LE (07? +1) 7s 2%, =, 
| Ds ALT (PET)? oe. 


\ 
Conformément à la théorie générale [n° 16], il est rationnel, la solu- 
tion (¢,, %2, 3, ¢,) ayant le porntrationnelt— 1,2, =1,x;—=0,æx;—0, 
x,=1.On trouve, du reste, sans peine, que celle-ci est 


"A ae 
P= OCOSA(t — 1) — —sinor(¢ —=1), 
œ 
cop 
C—O, 
(39) / = 
e art a-1 = 
Es (1 — f) cos%(¢ — 1) — ——sina(/—r1), 
a 
é ies 
M COSON) EN) Sin (ET) | 
\ x 


La forme des équations (38 bis) suggère le changement de variables 
(transformation de G), 


' ! 0 


(40) Gy LD; St DL, Lily LU: Pe ee 


qui les ramène au svstème 


(41) RE PE M Li oan by Diet A le a. 


C'est le système complémentaire &, qui donne l’adjoint (S, &,)auquei 
satisfait la solution (34). 
Pour l’adjoint général (S, cL) dé *, on aurait le système complé- 


mentaire cL 
| A? + 29 Bay,a3,4+ Crt, 
AL Bla, parie Car — 1, 


\roBzr; rx, Cx, xt "1, 


où A, B, C sont arbitraires. 
Ces adjoints sont rationnels quand A, B, C le sont. 
Ceux des adjoints de £ entre lesquels se partagent les solutions de = 


ont pour système complémentaire général 
(43) ARS Gil, Nee til, Axi+xi = ol +, 
car l'élimination du paramètre A entre ces équations donne les 


équations (37). 
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2° Le groupe d'automorphie de(S, ,) est donné par les formules (28) 
pour 


(44) a=cosa, G—Sesina, i. SIMs d,—eécosa (=) 


a étant un paramètre arbitraire. Il est composé de deux familles, dont 
l’une (¢ —+ 1) est un sous-groupe qui correspond, dans l’isomorphie 
(28) (29), au groupe des rotations du plan (æ,, æ;) autour de 
l'origine æ, = 0, x, — 0. 

D'une manière générale, cette isomorphie fait correspondre au 
groupe d’automorphie de (S, &) le groupe linéaire homogène qui 
laisse invariante la forme quadratique 
(45) il Ax?+2Bzx;x; + C2}. 

Le carré du déterminant (a, a; — a,a,) est égal à 1, et les transfor- 
mations du groupe d’automorphie se partagent en deux familles, 
caractérisées par la valeur, +1 ou — 1, de ce déterminant. Celle pour 
laquelle cette valeur est +1 fournit le sous-groupe continu unique du 
groupe d’automorphie, caractérisé par l’invariant (a,x, — x,æ;). 

Les formules (39) donnent la relation rationnelle 
(46) V4 v, — 7273; == (i 
tandis que, pour la solution (34), ona 
(47) ° TI = SIR, at, 


dont le second membre est irrationnel. 

La solution (¢,, 6,, ©, °,) satisfait donc au sous-systeme rationnel 
(S, B,) de S, &,) obtenu en adjoignant aux équations (38 bis) 
l'équation 


(46 bis) Lay Ly Dy b 


sous-systeme automorphe dont le groupe g se déduirait, par la trans- 
formation inverse de la transformation (40), du groupe (isomorphe 
au groupe des rotations du plan autour de l’origine), dont les équa- 
tions résultent des équations (28) par les formules 


(48) di = COS a, a= sing, a;—=— sina, A= COS Ox 

Le groupe d’invariance k de ce sous-système (S, @,) est le même 
que celui du sous-système — non rationnel — qui s'obtient en adjoi- 
gnant aux équations (41) l'équation (47). Ses équations seront donc 
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données par les équations (32) et (32 bis), sous le bénéfice des équa- 
tions (48), la solution (u,, us, us, u,) étant la solution (34). 

Ce groupe d’invariance & est le groupe spécifique de S; parce que 
(S, @,) est le sous-système fondamental relatif à (Pr) Por Vs). Cary 
n’admettant aucun sous-groupe continu, Si (6, Ps 3, Pa), satisfaisait 
à une équation rationnelle qui ne fût pas une conséquence de (S, 8, ), 
elle satisferait à un système, rationnel en (Li, Los 23; 2,), qui n'aurait 
qu'un nombre limité de solutions. Le système S aurait donc une 
solution algébrique, ce qui est impossible, sa solution (34) étant 
transcendante. 

Le groupe d’automorphie g de (S, G,), défini ci-dessus, est, pour 
la même raison, le groupe de rationalité de S, relatif à la solution 
(Pis Vos Vas Va) et à ses conjuguées. 

3° Revenons à l’adjoint général (S, &) de &. Les équations (42) 
expriment que la transformation 


(49) DE at + Ys da ML 97 
change la forme quadratique Ax?+ 2Bxy + Cy’ en 
Ex +otr'y +(P+r)y". 


L’invariance du discriminant donne donc, comme conséquence du 
système (42), l’équation 


(50) ati (AC — B?) (zx, — 2æ:)?, 


qui se décompose en deux, 


ae 
VAC — B? 


(dr) TDi do li = ate 


Le système (S, CL) est ainsi décomposé en deux sous-systèmes spécifiques, 


a ° 
—— est rationnel. 
VAC — B: 
Le sous-système spécifique (S, G), qui admet pour solution une 
solution (x,, æ,, æ,, æ,) quelconque de S s’obtiendra en résolvant (‘) 


qui ne seront rationnels que si 


(‘) Le déterminant de ce système est (212, — 4223)’. 
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en A, B, C les équations (42), et en choisissant dans (51) le signe qui 
rendra les deux membres égaux. II suffit d'opérer sur les valeurs x; 
prises par les x; pour une valeur arbitraire ¢=<¢,. Par quoi il est mani- 
feste que ce sous-système spécifique sera rationnel, conformément à 
la théorie générale, si t,, x}, x}, x}, x; le sont. 

Il est non moins manifeste que, A, B, C pouvant être quelconques 
dans (S, cL), la rationalité du sous-système spécifique ainsi obtenu 
n'aura pas lieu en général. Ce qui justifie notre assertion du n° 21 (3°), 
suivant laquelle le sous-système fondamental relatif à une solution 
quelconque de S n'est pas, en général, un sous-système spécifique. 

Nous allons vérifier aussi ce que nous avons dit au même endroit, 
qu'il y a des sous-systèmes spécifiques rationnels dont aucune solution 
n'a de point rationnel. 

Nous prendrons, à cet elfet, 


(Sa) z= 4/6, No. Be. a (RS 


de sorte que le second membre de (51) sera + ¢*; et nous montrerons 
que la première des équations (42) n’est alors vérifiée par aucun sys- 
tème de valeurs rationnelles de z,, æ, et t. 

Changeant les notations, cela revient à prouver que l’équation indé- 
terminée en x, y, 3 


(53) DÉPENS 


n'a pas de solution rationnelle. [I suffit évidemment de prouver qu’elle 
n'a pas de solution entière. 

On remarquera que la valeur ¢=o étant singulière pour l’équa- 
tion (26) considérée, la valeur 3 =o est exclue, de sorte que l’hypo- 
thèse 2 = y = o est aussi exclue. 

Si l’on suppose a = 0, l'équation sera 


(54) 3y2= 5%, 
et l’on pourra exiger que y et = soient premiers entre eux. Alors = 
devra être divisible par 3, et =° le sera par g, ce qui est impossible 
puisque 5y° ne le sera pas. 

L'hypothèse y = o est à écarter pour une raison analogue. 
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Supposons donc que x, y, 3 sont des entiers non nuls; on pourra 
supposer qu'ils sont premiers entre eux dans leur ensemble, et, par 
suite, que x et y sont premiers entre eux. . 

Cela posé, remarquons que si l’un des deux entiers a, = était divi- 
sible par 3, l’autre le serait, d’après l'équation; mais alors, d’après 
l'équation, 3y? serait divisible par 9; de sorte que y serait divisible 
par 3. Ce qui est imposible, x, y, = étant premiers entre eux. 

On devrait donc avoir 


tere (aul. ders) Ss r, pos (mult<des) a1 
et, par suite, 
Teese (etl tis GIS) Se see mult..de-3) 4er; 
d’où 
5 — (multi. de) 1 


Or cela est impossible d’après l’équation. 


4° Nous pouvons ajouter aux constatations précédentes qu’une solu- 
ton de S, arbitrairement choisie, ne satis fera, en général, à aucun sous- 
système rationnel de S. 

Nous savons, en effet [ n° 21 |, que les solutions de tout sous-systeme 
rationnel de S se répartissent entre des sous-systèmes spécifiques. 
Si donc 


(0) AA oaUE=t 


est l’une des équations d’un sous-système rationnel, il existe des cons- 
tantes À, B, C telles que cette équation (55) soitune conséquence des 
équations (42), précisées par l’une des équations (51); ce qui exigera 
que A, B, C satisfassent à au moins une relation rationnelle, puisque 
les solutions de S ne satisfont pas toutes à l'équation (55). 

Or, si A, B, C sont pris arbitrairement, ils ne satisferont à aucune 
équation rationnelle; et, par conséquent, les solutions des deux sous- 
systèmes spécifiques qu'ils définissent ne satisferont à aucune équa- 
tion rationnelle (55). C’est ce que nous voulions établir. 


5° Remarquons enfin que les solutions conjuguées définies par le 
système obtenu en associant aux équations (42), pour des valeurs 


5 
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arbitraires de A, B, C, l’équation 


at 
\/ AGS BF 


(50) LILI Se RTS 


écrite avec une détermination du radical arbitrairement choisie, ne 
donnent pas à (x,æ,—x,æ,) une valeur rationnelle, bien que toutes 
lui donnent la même valeur. Cet exemple confirme ainsi que la | 
seconde partie du théorème de Galois [n° 22] est, en général, en | 
défaut pour des solutions non primitives. 


ELEMENTS D’'UNE THÉORIE GÉNÉRALE 


DES 


CHAÎNES SIMPLES CONSTANTES DE MARKOFF 


Par M. W. DOBLIN. 


I. — Introduction. 


1. Nous nous consacrerons dans ce Mémoire à l’étude du schéma 
suivant : 


Soit W un ensemble non vide quelconque, % une famille de sous- 
ensembles de W | dits mesurables (')], comprenant W et l’ensemble vide, 
formant un corps borélien (? ). Faisons correspondre à chaque ensemble 
mesurable & et à chaque point xeW une grandeur bien définie 
P'''(x, &)20, complètement additive en & sur F, normée c'est-à-dire 
sausfasant à P'''(x, W)=1, mesurable par rapport à x pour chaque 
&e F. Nous interprétons P\'' (2, &) comme la probabilité de passage de x 
en & d’un certain point mobile en une épreuve. Nous désignerons par 
P(x, &) la probabilité de passer de x dans & en n épreuves. P(x, &) 
peut être considéré comme le n°" itéré de P''(x, &), l’opération 
d'itération étant entendue comme pour un noyau ordinaire (c/. § 1). 
On a deux problèmes : 


(1) Cette définition n'a aucun rapport avec la définition usuelle. 
(2) Hansporrr, Mengenlehre. 
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I. Problème analytique. — Étude de l'allure asymptotique de la 
« distribution de probabilité » P'’ (a, &) pour ne. 


Il. Probléme probabiliste. — Étude du mouvement du point mobile. 


Nous appellerons chaîne simple constante de Markoff le schéma défini 
ci-dessus. 


Résumé. — Nous étudions le problème général des chaînes tel qu’il est défini ci-dessus. 
Nous montrons que sous des hypothèses très générales (théorème d'application, n° 9), l’on 
peut trouver un ensemble 2 £ stochastiquement fermé, tel que W—X£ ne contienne 
plus d’ensembles stochastiquement fermés, È © étant la réunion d’ensembles disjoints #, 
chaque £ étant stochastiquement fermé et indécomposable si £ est absolument essentiel. 
Dans le cas général nous prenons cela comme hypothèse. Nous prouvons que l’ensemble 
\W—2£ est essentiel impropre ou inessentiel, de telle sorte que le point mobile s'éloigne 
en quelque sorte indéfiniment de XL à moins qu'il n’y entre. Les paragraphes 2 et 3 sont 
consacrés à l’étude du mouvement et des probabilités à l’intérieur d’un ensemble stochas- 
tiquement fermé £ indécomposable et absolument essentiel. Nous étudions d’abord, para- 
graphe 2, la stabilité à la Poisson et montrons que sauf dans un cas anormal (qui est étu- 
dié aussi) il existe un sous-ensemble G qui contient en quelque sorte tout ce qui est 
absolument essentiel dans £ et que nous appelons ensemble final. L'ensemble £ — G est 
essentiel impropre où inessentiel. Si & est un ensemble essentiel de G et E un point quel- 
conque de &, alors le point mobile passe presque sûrement, à partir de E, une infinité de 
fois par & et tout sous-ensemble essentiel de G est absolument essentiel. Nous montrons 
dans le paragraphe suivant que l’ensemble final se divise encore en sous-ensembles 
cycliques entre lesquels il y a le mouvement cyclique bien connu. Il est établi que deux 
cas seuls peuvent se produire : les P\”)(E, &) sont asymptotiquement périodiques si n> æ 
quels que soient E et & ( €G) ou il existe une suite d’ensembles 6,5 6,5...5 6; ...; 
&n + 0 telle que lim P(CE, &;) = 1 quel que soit ¢. 

n> 


Dans le paragraphe 4 nous étudions d’abord les probabilités si l’ensemble £ stochasti- 
quement fermé est essentiel impropre, puis si E et & sont quelconques. Nous étudions 
ensuite des questions diverses telles que moyennes de Cesäro « mesures invariantes », 
constantes fondamentales de module 1, etc. 


2. Des cas particuliers de ce schéma furent étudiés par un grand 
nombre d'auteurs (*). 

Le premier qui envisagea un cas particulier de ce schéma fut Markorr 
qui supposait que l’ensemble W était fini (c’est-à-dire composé d’un 


(*) Nous indiquerons les références bibliographiques seulement pour les travaux qui ne 
se trouvent pas dans la liste de M. Hostinsky, Méthodes générales du Calcul des Probu- 
bilités (Mémorial Se. math., n° 52, 1931), ou dans l'index du livre de M. FRÉCHET, Traité 
du Calcul des Probubilités de M. Borel, t. 1, fase. Wl; Recherches théoriques modernes. 
livre 2, Paris, 1938. 
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nombre fini d'éléments. Dans ce cas on peut définir le schéma sous 
la forme intuitive suivante. Considérons un système matériel ne pou- 
vant prendre qu’un nombre fini d'états E,, ..., E,. Faisons une suite 
dénombrée d'épreuves, la première épreuve, la deuxième épreuve, etc., 
et supposons que la probabilité pour que le système matériel passe en 
une épreuve de l’état E; à l’état E, (plus précisément passe de l’état E, 
à la 0 — 1% épreuve à l’état E, à la ete épreuve) ne dépende que de à 
et k, mais ni de l’indice ¢ des épreuves ni du mouvement antérieur du 
système. Soit p;, cette probabilité. Soit P', la probabilité de passer 
de E; en E, en n épreuves. 
On vérifie facilement que P{} satisfait à 


~ 
(22-2) = (2) Pp) KYLE D (72) 
Pare PP yey ae OS PO ru PY Se: 


Il s'agit d’étudier l’allure asymptotique de P%, et du mouvement du 
systéme. 

Ce cas que nous appellerons le cas d’un nombre fini d'états a été 
étudié par Markorr en 1908 sous l’hypothése que tous les p;, soient > o. 
Indépendamment et presque simultanément H. Poincaré avait été aussi 
conduit au même schéma. Après la guerre un très grand nombre de 
savants s’ignorant souvent mutuellement en ont repris l’étude; nous 
en citons MM. Levy, Hapamaro, Hostinsky [et ses élèves Porocek, 
Kaucky (*), Konecny, Pospiszit |, Romanovsky, v. Mises, FRÉCHET, DOBLIN, 
FouILLADE. 

Le cas où l’ensemble W des états possibles est un domaine de mesure 
lebesguienne finie contenue dans un espace euclidien, et où il y a une 
densité de probabilité p(E, F) pour que le point mobile passe dans 
une épreuve de E en F fut, étudié d’abord par MM. Hosrinsky (°) et 
Hapamarp (5) en supposant p(E, F) continu, puis par M. Frécuer (*)en 
supposant seulement que p'(E, F)[n""° itéré du noyau p(E, F)] soit 
borné quels que soient E et F pour un certain n. Nous désignerons ce 


(+) Le livre de M. Frecuer contient un exposé étendu de ces travaux dans le cas d’un 
nombre fini d'états. 

(5) Nos 5-7 dans la liste du fase. de M. Hostinsky. 

(5) Congrès de Bologne, t. 6, 1928. 

(7) Bull. Soc. Math. Fr., t. 62, 1933, p. 68-83. 
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cas par cas de M. Fréchet | mais M. Frécaer a étudié aussi un autre cas : 
il a donné (*) les conditions nécessaires et suffisantes pour que, si 
mes(W) est infini, p'”’(E, F) tende uniformément par rapport à E vers 
une fonction p(F) non presque partout nulle, si z — 2]. 

Le cas où W est dénombrable (désigné plus loin brièvement par cas 
dénombrable) fut étudié d’abord — sous des hypothèses restrictives 
qui assurent un certain parallélisme de l’allire du mouvement avec le 
cas d’un nombre fini d'états — par M. Forter (°), puis dans le cas 
général par M. Kozmocororr ('°). 

D'autres hypothèses particulières furent examinées par MM. For- 
tet (''), Dosun ('?), Bocoriougorr et KryLorr ('*), FouILLADE ('*). 


3. Dans chacun de ces cas les auteurs appliquaient des méthodes 
différentes en utilisant d’une façon très essentielle la stucture particu- 
lière de l’ensemble W et les hypothèses restrictives faites sur les pro- 
babilités de passage. Certaines de ces méthodes pouvaient s'étendre 
plus ou moins facilement à des cas différents, mais il n’en existait 
aucune qui pouvait être appliquée indifféremment par exemple au cas 
dénombrable le plus général et au cas de M. Fréchet. 

[Il apparaissait done comme nécessaire de donner une méthode 
pouvant s'appliquer indifféremment a tous les cas étudiés, et comme 
désirable de donner une théorie générale des chaînes simples de 
Markoff (c’est-à-dire du schéma défini dans 1) contenant comme 
corollaires les résultats essentiels qu’on avait trouvés dans les cas 
simples étudiés. C’est à cette tâche qu'est consacré ce Mémoire. Nous 
allons étudier le schéma 1 sous des hypothèses extrémement 


(8) Comment. Math. Helo., t. 5, 1933, p. 175-245. 

(*) Comptes rendus, t. 202, 1936, p. 1362-1364. 

(1°) Recueil Math. Moscou \.S., t. 1, 1936, p. 607-610 et Bull. de l'Univ. d'État de 
Moscou, t. 1, 1937. 

(11) Comptes rendus, t. 204, 1937, p. 315-317. 

(12) Rend. Acad. Lincet, S. 64, t. 23, p. 170-176; Bull. Soc. Roum. Sc., t. 39 (1), 
1937, p. 57-115 et t. 39 (2), 1937, p. 1-61. 

(13) Comptes rendus, t. 204, 1937, p. 1386-1388 et 1454-1456. 

('') Bull. Se. Math, t. 61, 1937, p. 302-325 et Mémoires Soc. Roy. Se. Liége, t. Il, 
1937. 
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générales ('*). (Nous ne croyons pas qu’on puisse nommer des cas où 
elles ne sont pas satisfaites.) 

Certes si l’on ne voulait obtenir que les résultats essentiels connus 
dans les cas principaux étudiés, à savoir le cas fini, les cas où il ya 
un parallélisme très complet avec le cas fini et le cas dénombrable, il 
aurait été plus vite de considérer successivement ces cas l’un après 
l’autre et de les traiter avec la méthode qui va suivre. Toutefois si l’on 
veut étudier des cas plus difficiles tels que le cas où il y a une densité 
p'(E, F) dans un ensemble de mesure infinie, etc., on est obligé de 
faire des raisonnements qui ne sont guère plus courts que le trai- 
tement du cas général. 

Nous envisageons donc le cas le plus général où nos hypothèses 
sont satisfaites. Nous montrerons par des théorèmes d'application que 
ces hypothèses sont contenues dans d’autres beaucoup plus strictes, 
mais dont la vérification est sensiblement plus facile. L'analyse de 
notre schéma nous fera rencontrer un certain cas anormal que nous 
étudierons et dans lequel les énoncés se compliquent sensiblement. 

Nous montrerons que ce cas ne peut pas se présenter si l’on fait des 
hypothèses très larges sur les P'(E, &) ou sur l’ensemble W. 


4. Nous ne pensons pas qu’on puisse nommer des cas où nos hypo- 
thèses ne sont pas satisfaites, et d’autre part nous ne croyons pas non 
plus qu’on puisse obtenir des résultats essentiels supplémentaires 
sans restreindre la généralité. Cependant nous ne prétendons point 
résoudre avec ce travail le problème général des chaînes de Markoff. 

Pour beaucoup de problèmes les résultats obtenus peuvent être con- 
sidérés comme absolument insuffisants et même insignifiants. Ainsi 
dans le cas où le mouvement n’est pas aléatoire, nos résultats se 
résument à ceci : ou bien le point mobile partant du point E revient 
une infinité de fois en un autre point F,et dans ce cas il parcourt 
périodiquement à partir d’un certain instant un certain cycle fini de 
positions. ou bien il ne revient jamais à la même position. Il est 
d'ailleurs évident que si à peu pres tout schéma d’itération peut être 
ramené à une chaine de Markoff, il ne sera généralement pas avanta- 


(15) Pour l'énoncé précis de ces hypothèses, »orr n° 7. 
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geux de le traiter comme telle. Dans le cas dénombrable nous montre- 
rons bien que P%, converge toujours en moyenne de Cesäro vers une 
limite (résultat obtenu par M. Kolmogoroff), mais nous n’obtenons dans 


le cas général aucun résultat sur PIRE Pour obtenir des résultats 

E,€6 
plus précis on sera obligé a faire des hypothéses supplémentaires, 
soit en admettant l’existence d’une « mesure invariante », soit encore 
en imposant des conditions d’ordre topologique, etc. Nous donnerons 
une certaine classification des alternatives possibles, mais lorsqu'on 
aura un cas concret où l’ensemble W est infini, il sera généralement 
tres difficile, sinon impossible, de voir dans quelle catégorie ce cas 
rentre. 


o. Les RP’ (KB, 6), K' (KE, 6), Pr(E, &), Q(E, 6). — En appliquant 
le théorème des probabilités totales et composées on trouve que la 
probabilité pour que le point mobile passe de E dans & en n épreuves, 
soit P(E, &), satisfait à 


Prin GE: &) = fi Pre ( F, &) P m (E, dy), 


W 


où l'intégrale est l'intégrale de Lebesgue-Stieltjes-Radon-Fréchet 


n 
= RU + 
lim N Pm (A CU 
np md MN 

He 


MEN 


er : 2 à > m 
An, désignant l’ensemble des points F avec SP™ (CF, 6)S—; 
nm a a wee 


P(E, &) est, comme on prouve par récurrence, mesurable par rapport 
à E si S est mesurable, complètement additive par rapport a& si Eest 
fixe, avec P(E, G)20 et PM(E, Noel 


De même lim sup P"(E, &) et liminf P(E, &) sont mesurables 
n + co n>n 


par rapport a E pour tout & mesurable. 
Soit Pr[E, &] la probabilité pour que le point mobile parti de E 
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passe une fois au moins dans & dans son mouvement ultérieur. 
Appelons 


K'(E, 6) [ 21 PPP, Cy Pe ene, day)... POE; dAr.) 
VF EW—6G reeves 


la probabilité pour que le point mobile parti de E à l'épreuve initiale 


C 


se trouve n épreuves après dans & sans avoir atteint & aux n—r1 
épreuves précédentes. On a 


Pr[E, 6]= Ku(E, 6). 


Il ressort immédiatement de la définition que 12Pr[E, &]2o et 


que si 
Kuba, = RANCE, SS) = 108 


ona 
K'(E, &) — PEN cE: &), 
Pr[E, 6] =o entraine donc 
XEN CH Gi) PB Ge Oe 


Ni KU(E, &), ni Pr[E, &] ne sont généralement additives, toute- 
fois si 


ona 


P(E, G20, 


donc 
PONS EEE) — 0 


et, par conséquent, 
Pe {ik 6,+ Got... | 0 


Appelons Q(E, &) la probabilité pour que le point mobile parti 
de E passe une infinité de fois par 6, c’est la limite (si n-> ©) de la 
probabilité pour qu’il passe encore au moins une fois par & après 
la n°" épreuve 

O(E,-6)= lim te 6] PE, dap). 


n> © /W 


(16) Les K(E, &) ont été introduits pour la première fois par Kolmogoroff dans le 
cas dénombrable, cf. loc. cit. (10). 
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1—Q(E, &) est la probabilité pour que le point mobile parti de E ne 
passe qu'un nombre fini de fois par &. Elle peut etre représentée 
comme la somme de la probabilité pour que le point ne passe pas du 
tout par & plus la probabilité qu’il passe par & à la première épreuve 
mais pas apres, etc. La probabilité pour que le point mobile soit en & 
à la n®™ épreuve mais n’y revienne pas après, peut s’écrire 


Ju — Pr[F, 6] | PAN Sipe KG ys 


& 


donc 


n 


1— Q(E, 6) =1— Pr[E, 6] +, forte, S|) P(E, dap). 


& 


Rt 


On prouve sans difficulté que les deux expressions de Q(E, &) données 
sont équivalentes. Si £ est le sous-ensemble de & où Pr[ F, 6] C1 — A, 
on voit qu'on a | 

SO du ( ° ak , 

Pt (E, #)<7<%; 


n—1 
par conséquent, 
PU(E, £)> 0. 


6. Ensembles essentiels, inessentiels, stochastiquement fermés, etc. — 
Nous dirons qu’un ensemble & est inessentiel ('’) si Q(E, &) = o quel 
que soit E. Un ensemble inessentiel ne sera presque strement obtenu 
qu'un nombre fini de fois; quel que soit l’état initial le point mobile 
ne passera plus dans & à partir d’une certaine épreuve (aléatoire). 
L'ensemble & n'aura donc aucun intérêt pour les propriétés asympto- 
tiques du mouvement, il n’est pas essentiel. 

Dans le cas d’un nombre fini d'états [cf. M. Fréchet (#)] tout ensemble d'état formé 


uniquement (l'états des groupes de passage est inessentiel. Dans le cas de M. Fréchet tout 
ensemble extérieur aux ensembles finals et tout ensemble de mesure nulle est inessentiel. 


Un ensemble qui n’est pas inessentiel est dit essentiel. On vérifie 
immédiatement que la réunion d’un nombre fini d’ensembles inessen- 


(17) Nous empruntons à M. Kolmogoroff les mots essentiels et inessentiels (unwesent- 
lich) en les employant dans un sens un peu différent. Ainsi dans le cas dénombrable un 
état essentiel dans le sens de Kolmogoroff peut très bien être inessentiel dans le nôtre. 
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tiels et tout sous-ensemble d’un ensemble inessentiel sont inessentiels. 
(De même si 6, 36, et & essentiel, &, est a fortiori essentiel.) 

Par contre la somme d’une infinité dénombrable d’ensembles inessen- 
tiels n'est pas nécessairement inessentielle. 

Il suffit d'envisager le cas dénombrable avec p;,,, >0 et Pij= © 
si J <v (par exemple p;;,,—1). On constate immédiatement que 
tout état est inessentiel, mais l’ensemble de tous les états, dans lequel 
le point se trouve nécessairement à toute épreuve, est visiblement 
essentiel. 

Nous disons qu’un ensemble & essentiel est essentiel impropre si & 
est la somme d’une infinité dénombrable d’ensembles inessentiels, 
absolument essentiel s’il ne peut pas être mis sous une telle forme. 

Dans les cas les plus simples, tels que le cas fini et les cas qui présentent une grande 
analogie avec le cas fini, les ensembles essentiels impropres ne peuvent pas se présenter. 
Remarquons encore que la somme d’une infinité dénombrable d’ensembles essentiels 


impropres est encore essentielle impropre, si &, > 6 et.si & est absolument essentiel, &, 
Pest aussi. 


Remarque. — Si 6, est essentiel et si Pr[F, &, [> a > o quel que 
soit F€&,, alors &, est aussi essentiel; on le vérifie aisément en utili- 
sant la première expression de Q(E, &) donnée page 67. 


Nous disons qu’un ensemble & est stochastiquement fermé si la pro- 
babilité pour que le point mobile parti d’un point quelconque Ke& 
quitte & dans son mouvement ultérieur est nulle, ce qui est équi- 
valent à 

PU(E, W—&)—o, quel que soit E € &. 


Ainsi dans le cas d’un nombre fini d'états, tout groupe final est stochastiquement fermé, 
mais il est parfaitement possible qu’en ajoutant à un groupe final certains groupes de 
passage on obtient encore un ensemble stochastiquement fermé. 


La réunion d’un nombre quelconque d’ensembles stochastiquement 
fermés est évidemment encore stochastiquement fermée. Si ;6;} est 
une suite décroissante d’ensembles stochastiquement fermés (&; > &;,,) 
lim 6, est soit vide, soit encore stochastiquement fermé, comme on 


er . . 
le vérifie immédiatement. L’ensemble W est évidemment stochasti- 
quement fermé. Si & est un ensemble quelconque et si Pr[ Efe |= 0 
pour un E,, il existe un ensemble € disjoint de & stochastiquement 
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fermé avec Pr[E, 8] —osiEe €. En effet, soit C l’ensemble des points 
de W — & avec Pr| E, 6] =o, € n’est pas vide. On a 


P)(E,W — €)=0, Sime Ce 


car si la probabilité de passer de E dans l’ensemble & ou dans 
l’ensemble des points avec Pr[F, &|>o était >o, on aurait 
Pr| E, 6] > o contrairement à l'hypothèse. — 

Nous disons qu’un ensemble & est éndécomposable s'il est stochas- 
tiquement fermé et s’il ne contient pas deux sous-ensembles disjoints 
stochastiquement fermés. 

Cette définition, qui a été aussi employée par Fouillade (1+) n’a guère de rapport avec 
la définition de l’indécomposabilité des matrices donnée par Frobenius et couramment 
appliquée dans la théorie du cas d’un nombre fini d'état, définition qui ne peut d’ailleurs 
pas être généralisée à notre cas. Un groupe final est toujours indécomposable dans les 
deux sens, mais un groupe de passage n’est pas un ensemble indécomposable dans le nôtre, 
et dans le cas où il y a un seul groupe final (cas semi-régulier dans la terminologie 


nouvelle de M. Fréchet) nous considérons que l’ensemble de tous les états est indécom- 
posable, même s’il y a des états en dehors du groupe final. 


Soient & un ensemble stochastiquement fermé indécomposable. 
&' l’ensemble des points où Pr[E, &]—0, &” l’ensemble où Pr[E, 6’ ]=o. 
L'ensemble &’ n’est pas vide puisqu'il contient & et est visiblement 
stochastiquement fermé. Je dis que &” est aussi indécomposable. En 
effet supposons que &’ contienne deux ensembles A et B disjoints 
stochastiquement fermés. A& et B& ne peuvent pas être vides, car on a 
PriE, S| > oquelquesoitEe&”, AS et BG seraient donc stochastique- 
ment fermés et disjoints, ce qui est impossible. A chaque ensemble & 
indécomposable on peut ainsi attacher un ensemble &’ le contenant et 
qui est le plus grand ensemble indécomposable contenant &. 

Si cl est stochastiquement fermé mais n’est pas indécomposable, soit 
& un sous-ensemble stochastiquement fermé de &. Nous pouvons 
prendre dans & — & l’ensemble & des points F avec Pr[ F, &]—o, 
cet ensemble est vide ou stochastiquement fermé et (—G—& ne 


contient plus d’ensemble stochastiquement fermé (car pour un tel 
ensemble on aurait aussi Pr[ F, 6] = 0). 


7. Nous montrerons plus loin qu’on peut étudier d’une facon assez 
complète le mouvement du point mobile à l’intérieur d’un ensemble 
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stochastiquement fermé si cet ensemble est indécomposable ou essen- 
tiel impropre. Les hypothèses que nous ferons auront pour but principal 
de ramener l'étude du mouvement du point mobile à l’ étude du mouve- 
ment dans ces ensembles-la. 

L'ensemble W est stochastiquement fermé, si W n’est pas indécom- 
posable ni essentiel impropre, il y aura dans W deux ensembles &, 
et &, stochastiquement fermés disjoints. Si l'ensemble &, par exemple 
n'est ni indécomposable ni essentiel impropre, il y aura dans &, deux 
sous-ensembles &, et &, stochastiquement fermés disjoints. Nous 
pouvons raisonner sur &, comme sur &,. Nous voyons ainsi qu’on peut, 
à partir de n'importe quel ensemble stochastiquement fermé, construire 
des suites descendantes d’ensembles stochastiquement fermés, finies 
ou transfinies. Il peut arriver qu’une telle suite aboutisse finalement à 
un ensemble stochastiquement fermé étant soit indécomposable soit 
essentiel impropre; il se peut aussi qu’elle aboutisse à l’ensemble vide, 
ou qu’à un certain instant l’ensemble cesse d’être stochastiquement 
fermé ou d’être mesurable. (Ces dernières alternatives ne peuvent 
d’ailleurs arriver qu’à un indice transfini.) 

Nous allons nous placer dans le cas où, pour chaque ensemble stochastiquement fermé, 


il existe une suite aboutissant finalement à un ensemble stochastiquement fermé, indécom- 
posable ou essentiel impropre. 


Si l’ensemble W contient des ensembles indécomposables {&}, on peut définir ces 
ensembles d’une façon univoque en considérant la famille { &”} (&' étant le plus grand 
ensemble indécomposable contenent &), qu’on peut évidemment déterminer de telle façon 
que W — 26” ne contienne pas des ensembles indécomposables. Si l'ensemble W — 26" 
ne contient même plus d’ensembles stochastiquement fermés, notre premier travail serait 
fini. Sous les hypothèses indiquées, en admettant que W peut être bien ordonné et sous 
certaines hypothèses supplémentaires de mesurabilité, on peut montrer qu'il existe 
une famille { 2} d’ensembles essentiels impropres stochastiquement fermés tel que 
W — 26’— 38 soit mesurable et ne contienne plus d’ensembles stochastiquement 
fermés. Mais il est plus commode de poser cela directement comme hypothèse. 


Hypothèse. — Il existe dans W une famille d’ensembles stochastique- 
ment fermés &, indécomposables ou essentiels impropres, telle que XL 
soit mesurable et que W — XE ne contienne plus d’ensembles stochasti- 
quement fermés. 


Cette hypothèse n’a pas de signification très intuitive, mais elle 
est utile. 
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8. Taéorème 1. — W —ZE est inessentiel ou essentiel impropre. Dans 
le second cas, on peut donner une suite dénombrable d’ensembles ines- 
sentiels &;, telle que le point mobile, parti de Ke W —XE, passe soul 
avec probabilité Pr[E, 2£]>0 dans LL (et n’en revient plus), soit 
s'éloigne indéfiniment avec probabilité 1 — Pr[E, ££] dans la suite &;, 
sin—>o ('$). 


Démonstration. — D'après une remarque faite dans le numéro 6, si 
l’on avait pour un Ee W—X£,Pr[E, 32] =o, W — XL contiendrait 
un ensemble stochastiquement fermé. Ona donc Pr[ E, ££] > 0, quel 
que soit E. Soit &, l’ensemble des points E de W—2X£ avec 


Pr[E, 22] =1, & celui où + > Pr[E, 22]2——- Ona 


at 
W — }2 L = 6 + D Gi 


IA 


Si nous partons d’un point de & on passe presque sûrement 
dans ££; partons donc d’un point E de &;, : > 0. On aura alors 


PriE, 2£]=1—a. 


Nous allons appliquer un raisonnement très simple et fort intuitif que 
nous avons employé dès le commencement de nos recherches sur les 
chaines de Markoff qui jouera un grand rôle dans les paragraphes | 
et 2. Si un promeneur a en traversant une rue donnée une probabi- 
lité a >o d’être écrasé par une auto, il ne saurait la traverser indéfi- 
niment car il sera tué avant (nous admettons qu'il ne puisse pas mourir 
autrement). Si le promeneur a une probabilité >> a‘ dans une certaine 
région de passer dans cette rue et de la traverser alors il ne pourra 
davantage se trouver une infinité de fois dans cette région, car il sera 
alors presque stirement amené a passer tant de fois dans cette rue et 
et de la traverser qu'il sera certainement écrasé. Si le promeneur ne 
peut donc atteindre une région a partir de laquelle la probabilité de 


D 


(1$) Nous entendons par cela, ¢ étant un nombre > o quelconque, ¢ arbitrairement 
grand, on peut trouver N tel que le point se trouve avec probabilité > Pr[E, 22]—< 
dans 2, et. avec probabilité. >1— Pr[E, S&]—e dans 6, + 6,4 +. ., à toutes Îles 


épreuves (ordre n > N. 
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revenir dans cette rue est arbitrairement petite ou nulle, il sera cer- 
tainement écrasé. Dans le cas contraire, le promeneur sera soit écrasé 
avec une certaine probabilité, soit qu'il passera avec la probabilité 
complémentaire dans une région de laquelle il n’a qu’une probabilité 
arbitrairement petite ou nulle de revenir dans cette rue. 

Ceci dit revenons à la démonstration de notre théorème. Nous 
pouvons prendre m suffisamment grand pour que la probabilité pour 
que le point soit passé de E dans 2 avant ou à la m°"° épreuve, 
soit >1—a(1+<’). La probabilité pour que le point mobile passe 
de E dans ££ est égale à la probabilité P, pour que le point passe 
avant ou à la m°" épreuve dans © plus la probabilité pour qu'il ne 
passe dans 2 £ qu'après la m®™° épreuve. Donc 


Pr{ E, LL) =1—a=P,, + (1— Pm) Pr, [E, te à 


m 


où la signification de Pr’, [E, ££] est évidente 


1—az=1—a— 9e'a + a(1+ Oe’) Pri, [E, LL] avec o<Q<1. 


Donc 
G2’ = (a+ Be’) Pr, [Ey 2}: 


Par conséquent Pr,[E, £2] < 2e’ et la probabilité pour que le point 
mobile se trouve à la m'" épreuve dans 6,+ 6,+...+ 6; sous 
’hypothése dont la probabilité est 1— P,, est << 22/(7 +1). 


Done 


(1) POE, 641 +6i0+...)>1— Pr[E, 3, 2]. 
On a même 
Pr,lE, &+...+6&T<2(1+r)e", 


. ° . > = . 220 7 I 
car si le point vient dans &,+...+ &;, il a une probabilité > dE 


de passer dans 2. Ceci montre bien que &,,..., &;, ... sont ines- 
sentiels et prouve le théorème. 

CoroLLaRE. — St Pr[E, 2£ | >< quel que soit E, Pr[E, YC] =1. Sv 
la probabilité de passer de E dans & f en moins de m épreuves est De 
quel que soit E, la probabilité P(E, W—X£) pour que le point se 
trouve encore à la nm" épreuve à Veaxtérieur de XL tend vers zéro, 
exponentiellement et uniformément par rapport a E (c'est-à-dire est 


majorée par Re"). 
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(Car la peop allie pour que le point se trouve encore à lanm'*™* épreuve 
dans W — Z£ est égale au produit de la probabilité pour qu'il se 
trouve dans W — Ee} à la n(m — 1)" épreuve par la probabilité pour 
que sous cette hypothése il y reste aux m épreuves suivantes. ) 

Notre démonstration du théorème prouve aussi le lemme suivant 
dont nous aurons souvent besoin. 


Lemme. — Si © est un ensemble stochastiquement fermé, £ un sous- 
ensemble de & également stochastiquement fermé, et si Pr| E, £| >0 
pour tout E de &, & — £ est inessentiel impropre. 


9. THÉORÈME D'APPLICATION. — Sz l’on peut définir sur W une fonction 
d'ensemble complètement additive f(&), non négative avec f(W)< ©, 
telle que & stochastiquement fermé entraine f(&) > o, alors les hypo- 
thèses du numéro 7 sont satis faites et S( 8) est dénombrable au plus. 


Démonstration. — Soit { D} la famille des ensembles indécompo- 
sables stochastiquement fermés, ensembles qu'on peut définir d’une 
façon aise (cf. n° 6), ils forment une famille au plus dénombrable. 
Soit € l’ensemble des points F avec Pr[F, 2D|—o, € est soit vide, 
soit 1l constitue le plus grand ensemble stochastiquement fermé 
disjoint avec È@;. (Remarquons que 2; peut très bien être vide, dans 
ce cas C= W.) Si € est vide, le théorème est prouvé. Supposons 
donc € non vide et démontrons-le. 

Puisque € est stochastiquement fermé et n’est pas indécomposable, 
il existe dans C deux ensembles &, et &, stochastiquement fermés 


disjoints tels que € — &,— &, ne contient plus d’ensembles stochas- 
tiquement fermés. 


LEMME. — On peut choisir ces ensembles &, et 6, tels que 
(1) HENSZIC), f(x) SR S(C)- 
Démonstration du lemme. — Nous pouvons admettre que 


J(E1) 2f(S2). 


Si (1) ne pouvait pas être réalisé, on aurait 


FS 


a - DE 
borne inf. 7(6,)=a@ > = fe. 
5 
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&, étant un ensemble quelconque ayant les propriétés indiquées. 
Or dans ce cas, si &, et &' sont deux ensembles satisfaisant à nos 
conditions, telles que f(&,)> a, f(8)> a, & &' est aussi de mesure >a, 
car autrement &,6, et l'ensemble stochastiquement fermé le plus 
grand contenu dans C — &,& seraient de mesure < a. Prenons alors 


une suite d’ensembles &' satisfaisant à nos conditions avec 


2. € 1 
a JE) ) 4 + ; 


L'ensemble A = 6&,6?,...,6,,... aura, d’après ce qui précède, la 
mesure a et sera stochastiquement fermé. Il existe d’autre part, quel 
que soit €, dans @ des ensembles stochastiquement fermés de 
mesure < €, car si lim /(&) pour tout & stochastiquement fermé de cL 
était «540, on construirait comme ci-dessus un ensemble stochasti- 
quement fermé de Ct de mesure «. Cet ensemble n'étant pas indécom- 
posable, il y aurait deux sous-ensembles stochastiquement fermés dont 
la mesure serait < a. ce qui amène une contradiction. Soit dC un tel 
ensemble de mesure 2, &'le plus grand ensemble stochastiquement 
fermé contenu dans C— &. &'+ Jd est stochastiquement fermé de 


mesure < 5 /(€) + : <a. De même le plus grand ensemble stochasti- 


quement fermé &” contenu dans &— de est de mesure <a et 
C—[Aa'+ K+ A’] ne contient plus d’ensembles stochastiquement 
fermés. Ce qui démontre le lemme. 

Suite de la démonstration proprement dite du théorème. — Choisissons 
donc dans € deux ensembles &, et &, ayant les propriétés du lemme, 
soit J,== 6, + 6,. Choisissons dans 6, deux ensembles stochastique- 
ment fermés 6,,6,,, tels que &,—&,,—&,, ne contient plus 


d’ sti fermés 8, Née (She: p 
ensembles stochastiquement fermés, avec f(&,;)< 5 f(&,) (le lemme 


s’applique évidemment aussi à tout sous-ensemble stochastiquement 
fermé contenu dans @). Opérons de même sur &, et ensuite sur 
les G;; etc. Posons 


= D Oi, i 1 
ad 
Ligeia aa 
Ona évidemment 
C7 DCA, SUCCESS > 


6 
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supposons que la partie commune des €,C,,,C,,r..., ne soit pas 
vide, elle sera alors stochastiquement fermée de mesure 0. Soit F 
un point de cette partie commune, il y aura une suite descendante 
d’ensembles &,, &,,,,..., chaque ensemble contenant F. La partie 
commune de ces ensembles n’est pas vide et est par conséquent sto- 
chastiquement fermé, donc de mesure >o. Or ona 


(Er. RS 5S (En). 


Cette partie commune est donc de mesure nulle, ce qui démontre 
que C,C,,,... est vide. Nous pouvons donc écrire 


cestez ch re chietitee (En CR 


Tous les ensembles €;— €;,, sont essentiels impropres ou inessentiels, 
comme il résulte de la démonstration du théorème I. € est donc aussi 
essentiel impropre. 

La famille des ensembles €, @,, ..., @,, ... est donc telle que 
W —(C+-20;) ne contient plus d’ensembles stochastiquement 
fermés, ce qui démontre le théorème d’application. 


Remarque 1. — Soit (@;,) la famille des ensembles (@;) absolument 
essentiels. W — 2 est essentiel impropre (ou inessentiel), on peut 
donc écrire 

W — 2Oi= Ly + Let Hi Lat... 


ou £, est inessentiel. On aura alors 
PU(CE, Lm) +o, PU(E, 2:+...+£m)-+0 quel que soit E et m si n — 00. 


Remarque XI. — Nous montrerons plus loin que dans tous les cas 
étudiés jusqu’à maintenant des conditions d’application visiblement 
plus restrictives sont satisfaites. Nous ne citerons donc ici que le cas 
suivant, qui est contenu dans le théorème. 

W est un ensemble d’un espace euclidien et la probabilité pour que le 
point reste indéfiniment dans un ensemble de mesure nulle est 1. (Il 
est équivalent de supposer que P(E, &) P®(E, &), ..., P(E, 6), … 
ne peuvent pas être — 1 pour tout n si & est un ensemble de mesure 
nulle quelconque.) 


I suffit pour le voir dans le cas où mes(W) est infinie de remplacer 
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la mesure euclidienne par une fonction d'ensemble absolument 
continue f(&)20 avec /(W) <a. On peut par exemple considérer une 
famille de sphères concentriques S, de rayon z et de prendre pour 


S(&) si SC. Si — Si 


I ; 
pp mes (ile 


II. — Premiére étude du mouvement 
à l'intérieur d'un ensemble indécomposable absolument essentiel. 


Soit 4€ un ensemble indécomposable absolument essentiel. Si E est 
un point quelconque de JC, on a P'"(E, #) = 1, c’est-à-dire l’ensemble 
est stochastiquement fermé. Si le point mobile se trouve une fois à 
l'intérieur de 3, il n’en sortira pas. Les ensembles & et les points E, 
dont nous parlerons dans ce paragraphe, seront toujours, sauf spécifica- 
tion contraire, des sous-ensembles et des points de #4. L'ensemble 4 
étant indécomposable, par définition si &, et &, sont deux sous-. 
ensembles disjoints de &#, &, et &, ne sont pas simultanément 
stochastiquement fermés. C’est de ces deux propriétés ci-dessus 
citées et de l'hypothèse que K est absolument essentiel que résulteront 
tous les résultats que nous démontrerons dans les paragraphes 2 et 3. 
Sommaire. — Le n° 10 contient une discussion de laquelle résulte le théorème II et le corol- 

laire énoncés à la fin du n° 10. Dans le n° 11 nous montrons que, sous l'hypothèse 
générale II y indiquée, on peut trouver dans 4€ un ensemble « final » G qui réunit tout 
ce qu'il y a d’absolument essentiel dans 4€; définition du cas « normal » et « anormal ». 


Le n° 12 est consacré uniquement au cas anormal. Le n° 13 donne des conditions d’appli- 
cation suffisantes pour écarter le cas anormal. 


10. Soit & un ensemble essentiel. Nous aurons à distinguer 
plusieurs hypothèses. 


est 


A. L'ensemble & des points F où Pr(F,&)=— 0 est non vide. 
évidemment stochastiquement fermé. Supposons que l’ensemble 5! 
où Pr[F, #]=o ne soit pas vide. Cet ensemble serait alors aussi 
stochastiquement fermé. Pour chaque point de ' on a Pr[F, &] > 0, 
il résulte que FF' est vide et comme KK est indécomposable & doit 
être vide. Appelons &, l’ensemble des points de d¢ — ¥ où 


I 


= >Pr(F, F] > 
nd Jt 1 


Ann. Ec. Norm., (3), LVII. — Fasc. 2. II 
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Comme Pr[F, #] est > pour tout F, nous pouvons écrire 


ge — F—6G FE +. Er +... 


et il résulte du lemme I, n° 8, que & — & est un ensemble essentiel 
impropre (dC — & ne peut pas être inessentiel, car dans ce cas le point 
mobile passera presque sûrement dans & et à partir du moment où il 
est en il y a une probabilité o pour qu’il vienne dans &, ce qui est 
contraire à l'hypothèse & essentiel). Nous pouvons écrire 


6=—F6+6,6+4..., 


l’ensemble #& est inessentiel (si le point se trouve à une certaine 
épreuve dans #, il ne passe presque sûrement plus ultérieurement 
dans &, on voit aussi que # — F6 est aussi stochastiquement fermé); 
il en est de même de 6,6. Donc & est essentiel impropre. 


B. & estvide. — Il se présente alors deux alternatives : 


B 1°. /lexiste un ensemble stochastiquement fermé & avec Pr[E, &|=1 
st EE. — Nous pouvons prendre & tel que Pr[E, &]<1 
si Ee de — (il suffit d'ajouter à l’ensemble primitif l’ensemble 
où PrE,&]=1, de Pr[ E, 2] =1 et de Pr[E, 6]—1 si EEC suit 
PriE, &]—1!). On a alors Pr[ E, &} > 0 pour tout point de 4 et nous 
déduisons du lemme que 3€ — & est essentiel impropre ou inessentiel. 
D'autre part, si le point mobile se trouve à un instant dans &, il passe 
presque sûrement une infinité de fois par &. 


B 2°. Il n'existe pas de tel ensemble &. — Soit &, l’ensemble des 
: we FY : I 
points E ot iF < Pr[ E, 6]< = 


G! 


Got... + Gnt.... 


Soit F un point de &—6, je dis que Pr[F,&/| >o. En effet 
si Pr{F,&'] = o il y aurait un ensemble stochastiquement fermé &' 
avec PriF,&']—=o si Fe €’, l’ensemble &'— Q'S’ serait encore 
stochastiquement fermé (car pour tout point de &' l’on a 


Pr[E, &&']=Pr 


Bo | 0), 
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et comme on a Pr| E, &| > = pour tout point de cet ensemble stochas- 
tiquement, on aurait (cf. n° 8) 


Pak, sl=x, sEead’—as’=a 


et l’on serait dans le cas B r°. 


Par conséquent Pr[ E, &'] est > quel que soit E, et nous pouvons 
écrire 
SOS ES, ANR LE, ASS. 


&, étant l'ensemble des points de dC — &’ avec 


I ete I 
=>Pr[E, 6] > 
| pa 


Je dis que les ensembles &; et G, sont inessentiels. Supposons que 
(a partir d’un certain point initial que nous n’avons pas besoin de spéci- 
fier) la limite si m — + de la probabilité pour que le point mobile passe 
une fois au moins par &; apres la m°"° épreuve soit « > o. Or sile point 
passe par &; nous savons que la probabilité pour qu’il y revienne 
encore une infinité de fois est <(1 _ =) Il en résulte qu’on a 


Z I 
aSali— - ’ 
= be 


c’est-à-dire « = 0. Le raisonnement est le même pour &:. 
En écrivant 


on voit que J¢ est essentiel impropre. 

Le cas B 2° ne peut pas se produire st JIC est absolument essentiel. 

Revenons au cas B 1°, je dis que sz Pr| E, &] = 1 pour tout point d'un 
ensemble  stochastiquement fermé absolument essentiel, & est ausst 
absolument essentiel. 

En effet, soit {&,! une suite de sous-ensembles quelconques dis- 


joints de & avec 
EE +... + En... 


Il suffira de montrer que pour un x suffisamment grand, &,+...+6, 
est essentiel. (On ne peut donc pas représenter & sous forme d’une 
somme dénombrable d’ensembles inessentiels. ) 


Ex 
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Soit &, l’ensemble des points de & avec ('") 
Prmi[E, 6l<= et Pr™[E, 6]2-, 
5) ; 2 
Ginn l'ensemble des points de &,, où 
1 . 1 
Pr™(E, 6 +...+ 6m) <7) Prim) (KE, &+...+ Em) 2 a 


4 


Ona 


done 


a @! 
OSs 3 > (Oona 
MU r= 


& étant absolument essentiel il faut qu’au moins un des ,,, soit 
essentiel. Il y a donc un ensemble essentiel avec 


Pr Grave 


ce qui prouve comme nous savons (n° 6, p. 7 bis) que &, +...+6, 
est essentiel, ce qui démontre la proposition. 
Nous avons donc démontré le théorème : 


Tuéorème IL — Si & est un ensemble absolument essentiel, alors à 
existe un ensemble stochastiquement fermé A(&) tel qu'on ait 


Prfé, 6] =1 si Ee&(&) 


et qu’on passe presque surement une infinité de fois dans & à partir de tout 
point de &. St & est 1nessentiel ou essentiel impropre, il existe un 
ensemble stochastiquement fermé à partir des points duquel on a une 
probabilité o de passer au moins une fois dans &. 


COROLLAIRE. — Sz & est essentiel impropre, tl existe un ensemble C(&) 
non vide essentiel impropre tel que 3 —C(&) est stochastiquement 


(') Prove, &)estla probabilité pour que le point mobile parti de E atteigne & avant 
la (mn + r)ième épreuve. 
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fermé et que la probabilité pour que le point mobile se trouvant dans C(&) 
y reste indéfiniment est positive. 


{1. Nous allons maintenant montrer que sous des hypothèses assez 
générales, on peut trouver dans JC un sous-ensemble G stochastique- 
ment fermé et tel que pour tout sous-ersemble & essentiel de G on 
ait PriE, &]—=:1siEeG. 

Supposons qu'on peut trouver dans & une fonction complètement 
additive d'ensemble non négative bornée m(&) qui est positive pour tout 
ensemble dans lequel le point mobile peut rester indéfiniment sans sortir. 
Nous appellerons cela l'hypothèse II. 

Soit À la borne supérieure de m(&), pour les ensembles & essentiels 
impropres dans lesquels on peut rester indéfiniment sans sortir. Nous 
pouvons trouver un ensemble &, de cette catégorie avec m(G,) >) 
A &, nous pouvons faire correspondre un ensemble &,>6, tel que 
KH — & soit stochastiquement fermé. Si dans d¢ — &, ilyaencore des 
ensembles essentiels impropres et donc encore des ensembles de la 
catégorie que nous avons envisagée, soit À’ la borne supérieure 
de m(&) pour ces ensembles cd?— 6’. Nous pouvons trouver un 
ensemble &, de la catégorie avec m(&,) >/’—<? et de nouveau un 
ensemble &, € ä& — &' contenant 6, tel que i? — &, — 6, soit stochasti- 
quement fermé. GS, et &, étant disjoints, on aura 


e 
Ce 


e 


mes(&, + &',) = mes(6,) + mes(6,) >A—e+ h4'— & et Nie 


En continuant ainsi et en remarquant que la somme d’une infinité 
dénombrable d’ensembles essentiels impropres dans chacun desquels 
on peut rester indéfiniment est encore un tel ensemble, nous voyons 
que nous pouvons construire un ensemble de la catégorie envi- 
sagée LG, tel que G = de — XG; est stochastiquement fermé et que 
la borne supérieure de m(&) pour tout & de G essentiel impropre 
est nulle. L’ensemble stochastiquement fermé G ne peut plus contenir 
d’ensembles essentiels impropres et l’on aura pour tout ensemble 


essentiel GC G, | 
Pry bye) ==1, bs bec, 


Taéorème. — L'hypothèse Il est sufjisante pour assurer l'existence 
dans & d'un ensemble G que nous appellerons ensemble final tel que 
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tout sous-ensemble & essentiel de G est absolument essentiel et que le 
point mobile se trouvant dans G passe presque surement une infinité de 


fois par &. 


Nous appellerons cas normal le cas où il existe dans ä€ un ensemble 
final G. Nous ne pensons pas qu’on puisse nommer des cas anormaux. 


. 


12. +('). Ne faisons pour l'instant aucune hypothèse concernant 
l’existence ou non-existence de G. Partons d’un point F déterminé. 
Nous savons que si & est essentiel impropre, il existe un ensemble 
S'>SG tel que 8 —6S' soit stochastiquement fermé. Soit 1—v. la 
borne inférieure de Pr[F, dc? — &'] si & varie. Choisissons &, tel que 
Pr[F, @—6,]<1—u+e. Avec probabilité 1— Pr|F, de —&,], le 
point mobile parti de F reste indéfiniment dans &,. Si ä — &, contient 
encore un ensemble essentiel impropre, choisissons &, tel que la 
probabilité pour que le point mobile parti de F passe dans &, et y reste 


5 : & : . . ; 5 . A MS \ 

indéfiniment à partir d’un certain instant (aléatoire) atteigne à = près 
sa borne supérieure, et que par conséquent la probabilité pour que le 
point mobile parti de F atteigne (dt — &,) —&, dépasse de moins de- 
sa borne inférieure. En continuant de raisonner comme ci-dessus l’on 
voit que le point reste avec probabilité v. indéfiniment dans l’ensemble 
essentiel impropre & + &,+.... Soit A, le complémentaire stochas- 


tiquement fermé (d’après la construction) deX&;. On a Pr[F, &]>0, 


doncu<1. 


St &CA, est essentiel, & est soit absolument essentiel, soit on a 
OF E]=0. 


(Remarquons que l'ensemble cl, n’est généralement pas déterminé 
d’une façon unique.) 

En effet, si & est essentiel impropre €&,, il existe un ensemble 
&'2 6 essentiel impropre tel que A, + &' est stochastiquement fermé. 
Si l'on avait Q(F,&) 0, le point mobile parti de E pourrait avec 


x (1) Le lecteur s'intéressant surtout aux cas simples pourra sauter les numéros 
marqués du signe * qui ne concerneront que le cas anormal. 
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probabilité positive rester indéfiniment dans &. Dès lors la probabi- 
lité pour que le point passe dans A; — 6" serait <1— uv, ce qui est 
contraire à la définition de 1. Ga0eKiads 

Ceci posé nous allons admettre l’axiome du choix. 

Partons d’un point quelconque F, si GQ, contient des ensembles 
essentiels impropres, nous pouvons prendre F, €@, tel que A, cA, 
et L,— À, soient essentiels impropres et qu'on puisse rester indéfini- 
ment sans sortir dans A;—@,, avec probabilité positive. Si &, 
contient encore des ensembles essentiels impropres, nous pouvons 
prendreF,, etc. Nous obtenons ainsi une suite descendante d'ensembles:; 
dans le cas anormal cette suite ne s'arrêtera qu'à un indice transfini. 
Trois cas peuvent arriver a priori: a. pour un certain nombre ordinal 
Ap, Ay. -... Ap, ... cesse d’être mesurable ou stochastiquement 
13 11 fc tal A Cle... +: lu, a une limite non vide mesurable stochasti- 


quement ferme; c. &. ....@,.... est vide. 
Le second cas entraîne que tout sous-ensemble de &;. ....@,... 


essentiel est absolument essentiel, elle correspond au cas normal. Le 
premier cas ne peut arriver que s’il existe plus d’une infinité dénom- 
brable d’ensembles essentiels impropres &;,— Cy, dans lesquels on 
peut rester avec probabilité positive sans sortir. Le troisième cas ne 
peut arriver que sous la même hypothèse, car autrement on aurait 


de == ALG Up + Op Ap, + sey 


et 4 serait essentiel impropre. D'où : 


Le cas anormal ne peut se présenter que s'il existe une infinité non 
dénombrable d’ensembles disjoints dans dl, dans chacun desquels 


: : : 4 ene Des 
le point peut rester indéfiniment sans sortir avec probabilité > = (°°) 
(ou 1— 4, n > 0 quelconque). 

IL suffit par conséquent, pour éliminer le cas anormal, de faire des 
hypothéses qui empéchent cela. 


(2°) Si cette probabilité était <1— q pour tout point de l'ensemble, elle serait nulle 
cf. n° 8. 
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13. Cas n’appzicarion. — Pour que nos hypothèses soient satisfaites 
et pour écarter le cas anormal 7 suffit, d’après ce que nous avons vu, 
de remplacer dans l'énoncé de l'hypothèse 11 3€ par W. 

Citons maintenant des cas particuliers où ces conditions sont 
satisfaites. 


I. Le cas fini. — Prenons f(E;)= 1; si f(&) <1, on a & vide, par 
conséquent la probabilité pour que le point puisse rester une seule 
épreuve dans & est o. 


Il. Le cas dénombrable. — Prenons f(E;) = K~*; si f(&) = 0, & est 
vide, donc même conclusion que dans le cas fini. 


Ill. Le cas de M. Fréchet et le cas général où W est un ensemble d’un 
espace euclidien de mesure finie etoù PU (KE, &) est absolument continu. — 
Il suffit de prendre f(&)—mes (6), alors f(&)—0 entraine mes (6) =o 
et l’ensemble & est inessentiel; quel que soit Ela probabilité pour que 


le point passe une fois à partir de E dans son mouvement ultérieur 
par & est nulle. 


IV. Le cas où W est un ensemble d’un espace euclidien de mesure 
quelconque et où PUI(E, &) est absolument continu (se ramène au 
cas II] par un changement de mesure cf., § 1, n°9). 


V. Le cas où W est un ensemble d’un espace euclidien et où 
PO) (By, <= nest 


si & est de mesure euclidienne nulle, pour un N qui peut d’ailleurs être 
une fonction de E et de &, n étant indépendant de E, mais pas néces- 
sairement de &. 

Si & est de mesure nulle la probabilité pour que le point y reste 
indéfiniment sans sortir est nulle d’après le n° 8. 


VI. W est un ensemble d'un espace euclidien et pour tout point E la 
probabilité de rester indéfiniment sans sortir dans un ensemble de mesure 
nulle est <1 — 1 [elle est alors nulle (cf. § 1, n° 8)], ete. 
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III. 


Sommaire. — Les n° 14 et 15 sont consacrés à l'étude du mouvement cyclique non 
aléatoire à l’intérieur d'un ensemble indécomposable du mouvement qui est défini dans 
le théorème III (à la fin du n° 15). Le n° 17 contient, outre deux lemmes nécessaires 
pour la démonstration du théorème III, la définition de la notion « pour presque tout 
point ». Le n° 16 contient un lemme ayant un intérêt propre : quel que soit &, lim. sup. 
PRICE, &) est pour presque tout E égale à une grandeur indépendante de E. Dans 
le n° 17 nous donnons deux lemmes essentiels pour la démonstration aussi bien du 
théorème IV que du théorème V. Les nes 18 et 19 contiennent la démonstration du 
théorème IV énoncé au début de 19, les nes 20-22 contiennent les démonstrations 
de V(n° 22). 


14. Les sous-ENSEMBLES CYCLIQUES. — Lemme |. — Soit &, un 
ensemble avec P(E, &,)= 1. Pour chaque E il existe un k = k tel 
que Gy, Gy, .. +, Sy, ne peuvent pas être tous disjoints. 


Démonstration. — Si un tel Æ n’existait pas on pourrait trouver une 
suite double d’ensembles 


tels que P(E, 6‘)= 1, les ensembles d’une même ligne étant disjoints. 
Comme P(E, &) = 1 quel que soit 4, on aura aussi 


PO(E, G2)... Gr) 1. 


Nous pouvons donc supposer que 
Gis ef". 
Soit alors 
6, lim 2, 6;= lim &}. 
k>o k>o 
Les ensembles &, sont disjoints et tels que P\) (E, &;) = 1. 
Soit &, l’ensemble ¢&; pour lequel on a pour un # 


Pe il DMFC, 
Ona 
P(E, 6,— 6;) =1-. 


Ann Ec. Norm., (3), LVI. — Fasc. 2. 12 
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Enlevons de chaque &, l'ensemble &;. Je dis qu'on a 


PCF, ur) 6 se Se 


En effet si l’on avait P(F, &,,) > 0, on aurait PCF, 6:45) 1 
pour un. On passe donc nécessairement à chaque épreuve de 


_ = or 
[ 


meta 2! 228 Oy LARGE 
nn en Pin Lin Pitie 


les æ; sont disjoints et l’ensemble F,+%,+... est stochasti- 
quement fermé et visiblement essentiel impropre contre l'hypothèse. 
Le lemme est donc démontré. 


Remarque. — Ceci posé, remarquons qutl existe un k tel que 
l’ensemble des points ide de avec k,— k soit absolument essentiel. 
Autrement JC serait essentiel impropre. 

On démontre de même que pour tout E il existe un k, et un nombre 
e > otel que P(E, &)2 1 — € entraîne que & est absolument essentiel. 


La notion pour presque tout point de 3 (resp G). — Nous disons 
qu’une propriété a lieu pour presque tout point E de 4 si l’ensemble 
R des points de ä€ où elle n’a pas lieu est inessentiel ou essentiel 
impropre. Il existera (théorème II) alors un ensemble stochasti- 
quement fermé dans 9€ pour chaque point duquel la propriété a lieu. 
Dans le cas normal si une propriété a lieu pour presque tout point 
de G alors l’ensemble des points où elle n’a pas lieu est inessentiel. 
Comme xl sera entendu dans ce paragraphe dans tout ce qui suit qu'on 
se trouve à l’intérieur de ä resp de G dans le cas normal, nous dirons 
plus brièvement qu'une propriété a lieu pour presque tout point 
lorsque nous voulons dire qu’elle a lieu pour presque tout point de Jc 
resp de G. 


LeuE IT. — Un ensemble de 8 inessentiel, essentiel impropre ou 
absolument essentiel reste inessentiel, essentiel impropre ou absolument 
essentiel lorsqu'on envisage au lieu des probabilités de passage P(E, Sy, 
les probabilités PINCE, &). 


Démonstration. — 1] suffit de démontrer que si & est inessentiel 
pour POCE, &) (ou pour PM) il Pest aussi pour P et inversement. 
Orsi Lest inessentiel pour PU, la probabilité pour que le point mobile 
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passe une infinité de fois par & est nulle quel que soit le point initial, 
il en est de même a fortiori de la probabilité pour que le point passe 
une infinité de fois par & aux épreuves multiples de #. Par consé- 
quent & est encore inessentiel pour P*. Admettons maintenant que & 
était essentiel pour P''’ et inessentiel pour P’. La, @ étant essentiel 
pour P\" il existe au moins un #(1 S7<f) tel que la probabilité pour 
que le point passe une infinité de fois a partir de E par & aux épreuves 
de la forme nk + ¢(n=1, 2, ...) soit positive. Or quelle que soit la 
position où le point mobile parti de E se trouve à la 7*™ épreuve, 
& étant inessentiel pour P“, la probabilité pour que le point passe une 
infinite de fois par CL aux épreuves de la forme nk + rest nulle. & doit 
donc ètre aussi inessentiel pour P'). Gr 01 BaD, 


15. Les ensembles stochastiquement fermés pour P(E, &) € 3e. — 
Envisageons les sous-ensembles de 3€ qui sont stochastiquement 
fermés pour P(E, &), c'est-à-dire satisfaisant à 

P@GE WG) =o,” sites oua PANG NET: 


Si le point se trouve dans un ensemble stochastiquement fermé 
pour P\, il y revient presque sûrement périodiquement toutes les & 


épreuves. 

Soient J,, J,, ... des ensembles stochastiquement fermés pour P'" 
compris dans JC. Soit &(.5,)(¢<Ck) l’ensemble des points F de 3 
avec PÆÜ(F, J,)=1. De P(E, J,)=1 si E € J, on déduit immé- 
diatement 
PA(E, &(di))=1, si Een, 
donc aussi 

PACE, Et) = eet eu) 
Je dis que l’ensemble &,(9,) +...+ GS -1(T,) + J, est stochastique- 
ment fermé pour P'"’, admettons en effet que 
P(E, Sates ot Cpa I, )) ihe pour E € &(.,), 


on aurait, si mk +c est le plus petit nombre de la forme nk +127}, 
Pim (E, J,)< 1, ce qui est impossible. 
Soit 
LP (T1) = Da + 6, (Sy) +. + Epi (da); 


supposons qu'il y ait plus de # ensembles 47, disjoints, l’ensemble 
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£[I,] L[ Jo] ne peut pas être vide, car I est indécomposable et £[ J, | 
et £[J,] stochastiquement fermés, F[Y, ] 2[ 42] est done stochasti- 
quement fermé ; il en est de même pour £[J,] 2[ 52]... LL In| ELF]. 
Or si le point mobile se trouve à un moment donné aan £1 J;|il passe 
presque sûrement périodiquement toutes les # épreuves par Jj. Les 
ensembles J, ... J;., étant tous disjoints, le point mobile ne peut 
pas, se trouvant dans £[J5,]... 2 [Tis], passer en # épreuves presque 
sûrement dans ces + 1 ensembles. Par conséquent il y a au plus k 
sous-ensembles stochastiquement fermés pour P", disjoints dans l’ensemble 
indécomposable 3. 

Nous pouvons dès lors prendre pour J,... des ensembles indé- 
composables pour P”, c’est-à-dire stochastiquement fermés et ne conte- 
nant plus deux sous-ensembles stochastiquement fermés disjoints 
pour P\ (cf. n° 7, § 1). Je dis qu’alors &(.J,) est aussi indécompo- 
sable pour P*. En effet, dans le cas contraire, &(J,) contiendrait 
deux sous-ensembles &’ et &” stochastiquement fermés pour P* et 
disjoints. Alors soit J, la région de J, où P(E, &')— 1, Jj celle 
où P\)'”(E, & )—1, on RAT iin bdiastinent que J, et J, sont 
stochastiquement fermés pour P et disjoints, J, ne erat donc pas 
indécomposable. 

Soient done J,. ..., J,(o<) des sous-ensembles de J disjoints 
et indécomposables pour P*, tels qued¢—(J,+...+J,) ne 
contienne plus de sous-ensembles stochastiquement fermés pour 
P', @—(J,+...+ J,) sera (en vertu du raisonnement du § 1. 
n° 8) essentiel impropre ou inessentiel pour P', donc d’après le 
lemme | encore essentiel impropre ou inessentiel pour P''). Il existe 
donc (théorème II, $ 2) un ensemble 4’, stochastiquement fermé 
pour P'’, compris dans J, +...+ J,. Il résulte de ce qui a été dit 
plus haut que de Jc’ J, on ne peut passer dans une épreuve que 
dans un ensemble J’ J; bien déterminé, soit J, I’, (si Ÿ,— Jy, ceci 
revient à dire que le point ne peut pas passer de 3’ J, à l'extérieur, 
donc 9 = 1), etc. On peut donc ranger les J; dans un ordre circulaire 


(1) SD fs acd Ba area ya ERS Je 


tel qu'on passe presque sûrement en chaque épreuve de &' J; à l'ensemble 
suivant dans l’ordre circulaire (3! %,,,, 810 9, RS, si i — p). 
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Montrons maintenant que le nombre des ensembles stochastique- 
ment fermés pour P', disjoints et compris dans de, est borné, quel que 
soit Æ. ll résulte de la remarque faite à la fin du lemme I qu’il existe 
un ensemble absolument essentiel T et un nombre d’, tels que pour 
tout point E de T les équations P(E, &,)— 1 et RACE, Een 
entrainent, pour un nau moins, 6,6,,4 non vide. La partie commune 
T de! n’est pas vide (car 4 — 4’ est essentiel impropre) si E € de’ J,,. 
par exemple, fait partie de T, on aura 


PATATE sin —{ (modp). 


Les égalités P” (KE, &,)=1, P(E, &,,4) =1 ne peuvent entrainer 
&, &,.a, non vide que si 2 <d’. 

Ce qui démontre que ¢ est borné. Soit d le maximum de o quand # 
varie. On aura pour un certain #, [multiple de d d’après (1)]d 
ensembles J,, J,, ..., Ja disjoints, indécomposables pour P*, et tels 
que J,+05,+...+ 4 est stochastiquement fermé (il suffit de 
prendre J, — J; &’). Les ensembles Jj; sont déjà (en vertu du mouve- 
ment cyclique) stochastiquement fermés pour P“, et indécomposables 
pour tout P”’. (Dans le cas contraire, il y aurait pour P“ plus de d 
ensembles stochastiquement fermés.) Nous avons donc démontré le : 


Tueoréme I]. — Il existe dans 8 un nombre fini d> 1 de sous-ensembles 
dits cycliques bi eee MO LES qu'on peutranger dans un ordre circulaire, 
tel que le point mobile se trouvant Fs Fi © Di a passe presque 
sûrement dans chaque épreuve cycliquement d’un sous-ensemble au 
suivant. de — (5, HO. 4) sera inessentiel ou essentiel impropre. 
Si Von n'envisage le mouvement que de d en d épreuves et st le point se 
trouve dans J; à l'instant initial il s'y trouvera presque sûrement à chaque 
instant dans le méme sous-ensemble cyclique. Il est impossible d'intro- 
duire d' > sous-ensembles cycliques des sous-ensembles cycliques. 


Corollaire. — Dans le cas normal on peut choisir G de telle sorte que 


GG ro E + 353. 


Lewme IT*. — lim sup P(E, &) est égale pour tout & à une grandeur 
n> 
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indépendante de E, P(&), sauf peut-être si E se trouve dans un certain 
ensemble essentiel impropre (pouvant varier avec &). 


16. Lemme III. — Dans le cas normal, lim sup P(E, &) est égale 
n> wo 


à P(&) dans G sauf peut-être pour un ensemble de points E inessentiel. 


Démonstration. — Soit À = P(&) la borne inférieure des nombres À 
pour lesquels l’ensemble des points E ot lim P(E, &)£2 est absolu- 


ment essentiel. Donc l’ensemble où lim P(E, &) << À — - est ines- 
sentiel ou essentiel impropre quel que soit ». I] en est par conséquent 
de même de l’ensemble où lim PM(E, &) <A. D'autre part, quel que 
soit 7, l’ensemble, soit M, où lim P(E, &) À + os est absolument 
essentiel. D’après le théorème II il existe un ensemble stochasti- 


quement fermé OW’ tel qu’on ait Pr(E, M) — 1 pour tout point de 
cet ensemble. Soit E un point de JW’, nous allons prendre m tel que 


I 
l 
m+ 1 


~~! : 5 7 uae EN A CT SC. 
> KU(E, M) < 67 D Ke (Boy Pr ik or 


Appelons P,"(S) la probabilité pour que le point mobile parti de E se 
trouve n épreuves après dans & sous l’hypothèse dont la probabilité 
est KÜ(E, OIL). Nous pouvons écrire 


P(E, 6) <K"(E, M)P(8)+...+K'A(E, 8) Pi? (6) + > K')(E, dv). 


mm +1 


Or si le point se trouve dans un point F de A à la vi" épreuve, on a 


lin Pra" (BS) = ha Se 
21 


n> œ 


Nous pouvons donc prendre N suffisamment grand, tel qu'on ait 
n-O(R Ce gs 3 nl 

PUF, &) << À + 7, pour toutn > N, t&m, et pour tout point F de 
sauf peut-être pour un ensemble ‘5 de points € JN, tel que 

KY (E, 5) +... + h(E, 5) 5 POUR Se PE = 

ID 
Alors, sin > N, 
1 


FRAG 1G) ee Ae 
l 
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Nous concluons que 


, = 1 3 
lim sup P(E, 6) <A + 7? pour tout point de ON’. 


L'ensemble d¢ — UL étant inessentiel ou essentiel impropre, l’ensemble 


ou lim sup P(E, &) > À + : sera essentiel impropre ou inessentiel 


I 
DES U 


quel que soit E, par conséquent, l’ensemble où 
lim sup PA(E, 6) —=P(6) 


est inessentiel où essentiel impropre. 
Comme dans le cas normal tout ensemble essentiel est absolument 
essentiel, les lemmes III et III’ se trouvent démontrés. 


17. Soit f(6) l’ensemble où lim sup P(E, G)=P(&). (S) est 
n> 


absolument essentiel, 3€ — f(&) est essentiel impropre. Nous savons 
alors qu’on peut trouver un ensemble stochastiquement fermé C(&), 
contenu dans £(&) (dans le cas normal cet ensemble pourra se dis- 
tinguer de G d’un ensemble non essentiel). 

Prenons un point de C(&). On a 


lim sup P™ (E, 6) = P(6) sur C(6). 
n>x» 


Pour chaque point, il existe une suite n;, avec P(E, &) + P(6). 
Soit. o,(1 £9 ,5 @) le plus grand nombre entier, tel qu'il existe une 


suite n; avec lim P(E, &) > P(&) dans laquelle figure une infinité de 
i>x 
fois avec n; les nombres 
ni, m+D, n+2D, ..., n+oD, 
D étant le plus petit nombre tel que, sur un ensemble de points E 
absolument essentiel, les égalités 


PE NE et [EMER ODA E RSS) = 


entraînent, au moins pour un n, 6,6,, » 0 (°'). 


(21) I résulte du théorème III que D est un multiple de «/. 


4 
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Lemme IV. — Si Oy = TEL Ore pour presque tout F. 


Démonstration. — Nous pouvons prendre une suite n; avec 
PU(E,, 6) > P(&) dans laquelle figure une infinité de fois avec 
nin: t+D, ...,n+0,D. Désignons par #,, l’ensemble des points 
de C(&) où 


a I 


P™(F,, 6) > P(6) + >: pour un n2N. 


iN 


Soit 6 un entier positif quelconque. De la suite {7;}, nous pouvons 
extraire une suite |, | contenant encore une infinité de fois avec 7; 
les nombres n; + D, ..., n; + 0, D et telle qu’on ait 


ee I 
Pw") (Ey, 6) > P(8) — à et PA(E, Fin—b)< 7: 


Soit #,, l’ensemble des points F où Plu) (RF, &)< P(6)— 27 
ona 


P(E. 6) = iene &) P\4)(E,, d&g), 
e(s 
donc 
= I OT or PTT I I , ear Dien es 
P(&)— Ge (1 PAR? F,s)) (PE) ae 7) = great F0) (PS) à} 
ou 


; 3 
PET EE Bi 
Par conséquent 


sc i œ 
Pe(r. D vs) << ne QUE >; Fu) << ra 


i=p 


Si 
Fe ec(&) — (Fa Die =) 
i=6 
nous avons 
(2) lim P*-4 (PF, GY = P(E). 
i> 


p étant arbitraire, la relation (2) sera valable pour tout F sauf sur un 
ensemble R avec P\'(E,, R) =o. Ceci étant vrai quel que soit b, nous 
trouvons ¢,29,,, pour tout F, sauf peut-être sur un ensemble R’ avec 


P(E, RY) = PA(E, RD) =. .—=0, 


ce qui démontre le lemme. 
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LEMME V. — 0, est presque partout = x. 
Démonstration. — Dans le cas contraire 0, sera partout borné sur 
C(&), Se par exemple. Or prenons un point F € C(&)de l’ensemble où 
PME SD et Pea (Beer) al 


entrainent pour un n que 6,,,6, est non vide et tel que Pr — p. Ace 
point nous pouvons attacher comme ci-dessus une suite n,. On aura 


(1) lim P(E, 6) = P(6) 


i> 


en dehors d’un ensemble R avec P'(F, R) =o, et de même 


(2) lim PRR 6) = PS) 

i> © 
en dehors d’un ensemble R’ avec P”**(F, R')—o. Pour une 
certaine valeur de n, P”(F, R’)=0, P“*+”(F, R’) =o, entrainent 
(E(S) — R) (E(&) — R') 7 0, il existe donc un point F’ pour lequel 
on a à la fois (1) et (2) et, pour F’, on aura visiblement 


Pr2p +1. 


Ce qui démontre le lemme. 


18. Proposition. — Si D = 1 et si 


lim P(&;) +o 
pour toute suite descendante d’ensembles &; tendant vers l’ensemble vide, 
P') (E, &) > P(&), pour presque tout KE X. 
Démonstration. — D étant =1, nous déduisons du numéro 17 qu’on 
peut prendre une suite n; telle que 
P(E, &), P(E, 6), ..., P(E, 6) 


sont > P(&) —«, pour tout E d’un ensemble absolument essentiel 91, 
e pouvant être rendu arbitrairement petit si 700. IU étant absolu- 
ment essentiel, nous allons envisager l’ensemble stochastiquement 
fermé & où Pr[E, 91]— 1. Nous pouvons écrire 


A+... + As +..., 
Ann. Ec. Norm., (3), LVII. — Fasc. 2. 13 
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cL, étant l’ensemble où 


1 


S'KU(E, N)2ae,…  Y KAE, ot) <1—e; 


t=1 (isa) 
< étant fixe, prenons / tel que 


lim PU(E, Qj+- Qj...) <8) pour presque tout E. 
u>n 


Soit E un point de & avec lim P(E, &;+...)<e, nous pou- 
n>» 
vons prendre m, tel que 
PrI(E, AN) << 26, si M2mMp ; 
vient (050 1, n°7) 


/-1 


Binera( E, s=> frre, 4 5) Pre (Hy, dy) + Q.ae¢, 


i=1 
Évaluons P\)(F, S) si FC A;. Supposons que n=n,-+-/, alors 
Pu(F, 6)=K(F, 9t) P-)(F, 6)+...+ KÜ(E, St) P'"-(F, &) + B'e. 


Pi) (F, 6) désignant une moyenne des P'"-)(G, &) pour G € It 
Or siG € I et que n a la valeur indiquée, on a 


Pri(G, 6) > P(6) —e, nus DPRA(GSE) Pere 


Donc 
Pi (F, 8) > PE) — 2e, An) by 
et 


prin(h, 6) > P( Gy ae SET. 
Il en résulte 


pe (E, 6)> P(6), pour presque tout E(€ dC). 6. Q. FLD. 


19. Tneoréme IV. — Sz lim lim sup POCE, &;)= 0 pour presque tout E 
er n>o 


quelle que soit la suite descendante. d’ensembles &; tendant vers l’ensemble 
vide, alors st & appartient à J, on a pour presque tout EE J,,, 
\ PV (Eee hes. sin#Z(l—l') (modd), 


(1) 
| — P(6). si n==(/—l') (mod d). 
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Démonstration. — Supposons que E appartienne aussi à J, le point 
mobile parti d’un point de J, y passera presque sûrement toutes les d 
épreuves. D étant un multiple de d, si nous n’envisageons les épreuves 
que de D en D et que nous nous bornons au mouvement à l’intérieur 
de J;, nous nous trouvons ramené au cas de la proposition précédente, 
et il en résulte que 


(2) PUF, &) = P(6), pour presque tout point F de J, 


Dés lors nous pouvons prendre un ensemble stochastiquement fermé J 
tel que pour tout point de JJ, on ait (2). Comme ona, si EE JJ, 


POE, 2%3)= 7, st we (V0) (moda) 
et 


P™(E,5/5)=0, simzæ(l—l') (moda), 


il en résulte le théoreme. 


COROLLAIRE. — Sous l'hypothèse du théorème P(&)= P,(6) 
si GE Ts. P,(G) est complètement additif avec P,(3;) sil CleSth 0 
st GC J, est absolument essentiel. 

Démonstration. — Comme 
Pa(E, &, )—P,(8) et P"4(E, &)—P;,(6;) pour presque tout point E de J, 
on aura visiblement si &, et &, sont disjoints € J, 

P:, (6) + Pi,(62) = Pr,(61 + &:). 

L’additivité complète résulte alors immédiatement de l'hypothèse 
du théorème, suivant laquelle P,(&;) + 0, si6;> 6.,>... etquelimé, 
est vide. L’équation P,(4,) = 1 est évidente, il reste à prouver que P,(&) 
est positif si 6c J, est absolument essentiei. Or, pour presque tout 


point de J, on a Pr[E, 6] = 1. Soit & l’ensemble stochastiquement 
fermé où Pr[ E, 6] =1. Nous pouvons écrire 


A+ A,+..., 


&; étant l’ensemble où 
i i—1 
1 
DS KE, 6)2 = > KOE, sy = 
1 1 


7% 
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Supposons lim P(E, @;J;))>b>o pour unz si Fed, On aura 
une infinité de fois 


pr (E, 6) > D pan 


i—1 
(co Prdti(E, &) +...-+ Peo (E, 8) > f D KO(F, &) P(E, dap) |: 
JX; 


\ 


P; (G) = o entrainerait donc P(&;) = 0, et par conséquent 


lim’ lim PAT OG2,-— Wise. s. y==1, 
in n>ow 


contrairement à l'hypothèse. 


CorozLaire. — Dans le cas normal, les équations (1) ont lieu, quel que 
soit & pour tout E de l’ensemble final. 


Démonstration. — Soit Gc J, quelconque. P(E, &) > P,(&) en 
dehors peut-être d’un ensemble inessentiel R dans J;. Or, si FER, 


ona 
Pra (Ek, & =| P: Wid) ( ies &) (a Ptai(E, dsp) +f 
TR 


fe si n"”—> 20; ‘i >+P/(&), sin’>x, 
R JR 


Rest donc vide et en vertu du mouvement cyclique, on aura(1) quel 
que soit E dans l’ensemble final. Gi QE. Dz 


a 


* COROLLAIRE. — Dans le cas anormal, st S{&} est une famille 
d’ensembles dénombrable il existe un ensemble stochastiquement fermé 
tel que pour tout point de cet ensemble et pour tout & de cette famille 
on ait les équations (1). 

St E est un point fixe quelconque de J,, & un ensemble quelconque 
de x (') (nous pouvons supposer pour plus de commodité que & appar- 
tent à un ensemble J, déterminé), on aura 


PR'(E, 6) >+Pr[E, Ge] Ps (6),° sin=(l—l) (modd), 
= 0) si n A(l—I’) (modd). 


(1) L'ensemble Qe a été défini au ne 12*. Nous rappelons que, si ¥ €Q¢ est ines- 
sentiel impropre, on a Q(E, #) =o. 
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Démonstration. — La première partie est évidente d’après ce qui 
précède, le lecteur démontrera lui-même facilement la seconde. 


20. Analyse du cas où lim lim P(E, &;) n’est pas = o pour presque 
: i>+o n>» 


tout E pour une certaine suite descendante { &;\ avec lim &;= 0. — Par 


hypothèse on a 
lim lim P” (E, & )=2.0, 


i>n + x 


si E se trouve dans un certain ensemble absolument essentiel. 
Comme limP''(E, &) = P(6;) pour presque tout E, on en déduit 


u>n 


que 


lim P(é,) =a = 0. 


i>o 


L'ensemble où lim P"(E, &,) 4 P(&;) est inessentiel ou essentiel 


> 


impropre, la réunion pour tout z de ces ensembles est aussi inessen- 
tielle impropre. Il existe donc (théorème II) un ensemble stochasti- 
quement fermé K tel que pour tout E € K, 


Jim lim P2 CHG) =a 0. 


i> 2 Tip 0 


Nous allons de nouveau supposer d’abord que D = 1. 


Lemme VI. — Jl existe un ensemble absolument essentiel & tel que, 
unt formément par rapport à F sur À 


Pi) (F, Em,)—> a, He Pr ol 6) a 
et en méme temps 
PACE, Spi) 0, * ..…  PAHi(F, Gy) >, 
où {n;},{m;}, {m; | sont trots suites d’entiers croissantes convenables. 
Démonstration. — K désignant toujours l'ensemble stochasti- 
quement fermé pour tout point E duquel 


lim lim P"(E, 6;)=a>0, 


i> © > 


soit E un point de K. Soit : un indice tel que P#(E, &) =1 entraine 


98 W. DOBLIN. 


que 6 est absolument essentiel, nous savons que P#(E, &) >1—e 
entrainera encore que & est absolument essentiel, sie est suffisamment 
petit. Nous allons prendre une suite { m,}, telle que 


RS I 
Pi(Gr) — A TL Ge 
Pour chaque &,,, nous pouvons prendre n,{n,,,> n’,) tel que 


2 


| Pink) (E, &m,)— «|< qi 


2 


IPAH(E, 6m) — a] < 7 
et qu’on ait de plus, #, désignant l’ensemble où 
PM(F, 6,,)—%¢> a pour un 722 nx— p, PR(E, Fp) < aa 


On voit tres simplement par le méme raisonnement qu’au n° 17 que 
l’ensemble £ des points F où | 


| Pr (F, Em) —a|< 2 
|Puti(F, Em) — a} <a 
(nr ry— p, K> ko) 


satisfait à PeCE, £)>1— = Maintenant, P'(E, &) étant comple- 


0 


tement additive, on pourra trouver une suite m,, telle que 


n? 


pre (E, Em) < 


| aa 
2 &r’ 
dès lors nous pouvons choisir n, tel que l’ensemble R des points F 


: a I 
ou, pour un n> no, P'*)(F, Gm,) > — sera tel que | 


PP(E, R) < =. 


On aura 
P(E, 3 — 2 (9e—R)) <8} 
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A = £( de — R) sera donc absolument essentiel, ce qui démontre le 


lemme. 


Lemme VIT. — liminfP(E, &) = o pour tout point E de l'ensemble 
n> 


stochastiquement fermé K. 
Démonstration. — Prenons un point E quelconque de K. De 


lim lim P™(E, 6) — « 
i>o n>o 


résulte qu'on pourra prendre un z avec 
a<limPW(E, &)<a+e. 


Il existera (lemme VI) un pet un # tels que, pour tout point F de &, 


. 


PP Bi — Gi+e) = 


DIR 


Soit { n;} une suite avec 


lim P(E, &:,%) = P(é4)>«. 
On aura, en vertu de 
lim P™(E, 6;) = lim[P"(E, 6 — 6,4) + P'(E, 642)]<a+e, 
lim P4(E, 6;— &;,4) <e. 
>= 


Pi (E, 6, — CES PO(F, 6 — 6;,4) PE PI(E, dûr), 
a 


d’ou 
s % lim = 
E 2 — PAP d, Tey 
=o 


ce qui démontre le lemme. 


Lemme VIII. — De lim PU(E, @) = 0 pour presque tout E résulte qu'il 
existe une suite descendante d’ensembles &, convergeant vers l'ensemble 
vide avec <2 

lim lim P™(E, 6;)=1 
i>o n>ow 
pour presque tout E. 
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Démonstration. — Nous savons que pour presque tout Hil existe une 
suite t; de la forme n;, n;j+1,...,n;+7J avec” 
(1) RP UE Oh) —°0. | 


D'autre part pour presque tout point ona 


Pr Bae) 5 | 


. 


soit C l’ensemble stochastiquement fermé où Pr(E, @) =r. Nous 
pouvons écrire 
C=C, eget Crees 


C, étant l’ensemble où 


n n—1 
= . x I s fi 
V'KU(E, @)>-; KÜ(E, a) = -: 
sess F » 
1 1 
SI 
linn inf Pei CEE NEC) 0, pour un 7, 
jre 
on aurait 
a 4 À 
(2) lim PrHi(E, &)>—, 
i>n Slt 


où /est un certain entier compris entre o et n.(1) et (2) sont visible- 
ment contradictoires. On a, par conséquent, 


Pa hire NE Nr ou G;— C;+ Ci +..., 


> eo ny 


ce qui démontre le lemme. 


A la suite & correspond un ensemble absolument essentiel U avec 
les mêmes propriétés qu'avait & relatif aux 6,. Nous pouvons supposer 
que CG, est vide sim >m,. Car U= A'— 64+ (US,-W’S,)+..., 
cU étant absolument essentiel, un des ensembles Q’—’S\, 
US, — US&;,, sera absolument essentiel, il suffit de le considérer au 
lieu de CU. On a aussi 

fim PATES 
pour presque tout E. - 


Lemme IX. — lim P'(E, &') = 0 pour presque tout E. 


Démonstration. — Soit 3 = lim P(E, &'), supposons B > o. De la 
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définition de CU résulte l’existence d’un nombre n,, tel qu’on ait pour 
chaque point F de &’ 


(3) Pi) (F, W— a’) >1—e. 


Il existe un nombre », tel qu'on ait pour chaque point de &' 


(4) P2(F,W—@)>1—¢, Pan, W—@')>1— 6. 


(On a en effet limP"(F, &,,)=1, où {¢;} contient avec n; aussi 
les nombres n;+1,...,n;+7,et &,, est vide.) 
Il existe enfin un nombre n, tel qu'on ait 


| Pi) (F, VV Se Se Purua(F, We &') Sp Ss 


f/ 
(4°) | | Put-+a(F, W— a’) >1—e. 


D'autre part, pour presque tout point K, il existe un m tel que 


P(E, &’) > B(1 — 8), or Prt ptet (KH, A) > BE) 


Soit K la probabilité pour que le point mobile se trouve à la n°" 
épreuve dans cv, K; la probabilité pour que le point se trouve à la 
(m+mt+...+7,.;)°" épreuve dans CQ’ sans y avoir été à la 
meme, (m+ my), 22. (M+n+...+nria)" épreuve. Alors 
(théorème des probabilités totales et composées) ('), en tenant 
compte de (3), (4) et (5) 

Pmt) (fl, CO) = Ke + KY Oe +...-4+ Ke, Oe + Ky, 
Kj > Pert) (EE, A) — 2 > 6 — 22, 
1>K+K,+ K,+...+ Kp4> A(B — 28), 


k étant quelconque, € arbitrairement petit, il résulte 6 =o. 
C0 F0 


THéORÈME V. — Sz les conditions du théorème IN ne sont pas satis faites, 
il existe une suite descendante d’ensembles | 6;}, convergeant vers 
l’ensernble vide, telle que pour tout point E de de on ait 
lim lun PO(E EYE r, 


io n>o 


P(E, 3 — &;) +0, si 2 —> 00 quel que soit 1. 


(2) 6 désignant toujours des quantités variables comprises entre o et I. 


Ann. Ec. Norm., (3), LVI. — Fasc. 2. 14 
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Démonstration. — Si les conditions du théorème IV ne sont pas 
satisfaites il existe une suite descendante d’ensembles &;-> 0 telle 
que 

lim P(6;) Ao. 
i> 
Les ensembles &, étant absolument essentiels [autrement P(&;) 
serait =o |, il existe au moins un sous-ensemble cyclique J, tel que 
lim P(85;)4 0. 
iyo 

Renoncons à lhypothèse D —1. Il résulte des lemmes précédents 

(cf. aussi la démonstration du théorème IV) qu’il existe une suite 


descendante d’ensembles {&;} contenus dans J, et convergeant vers 
l’ensemble vide tels que 


(1) lime hmiP””( Es 6) =; 
i>+o n>ow 


pour presque tout E de Y,. 
Il existe dès lors un ensemble stochastiquement fermé 2’, tel que 
pour tout point de J,H', on ait (1). Si maintenant F est un point quel- 


conque de J,H', on obtient immédiatement, en tenant compte du 
mouvement cyclique et de l’équation 


P”(F, 6!) =f P”?(c, 6) P™(F, stag) 


a D'un m=(l—l') Beery 
que 


(2) P”(F, &;) 1, sin=(l—l) (moda@). 
Soit alors &/ l’ensemble de (J,+...+ Jy) 4’ où 


(3) Pm(E, &;) > D pour un m<d. 


Comme P'’” (EK, &) est complètement additif, on a 


6j > Gi, avec lim &/' vide. 
: in 
Je dis qu’on a 


P(E, 6 )—1, pour tout point de (5 +... + Ja) ae’. 
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En effet, E appartenant à Y,4€, déterminons u par la condition. 
u=(l—V) (moda), u—dénsu. 

Il résulte de (2) et (3) que 

r—2<P¥(E, 6;) << = P(E, a’— 87) + P(E, 67), 
d’où résulte 

P(E, 6) >1, quels que soient cet E e (3,+...+ Ja)H'. 

LA =a (Gre came .Ja)H' étant inessentiel ou essentiel impropre, on 
pourra écrire 

D ee DAN Di Ope. . a On et 


où D, est inessentiel ou vide. Le lecteur vérifiera facilement que 


nm PCR TE) 1, Si 6;= E; + Di, + Diss+..., quel que soit E € 2’. 
n 


Le théoreme est donc démontré. 


IV. — Compléments divers. Etude du mouvement dans les autres cas, 
moyennes de Cesaro, mesures invariantes, etc. 


21. a). Nous avonsétudié l’allure asymptotique des P(E, &) quand 
E et & font partie d’un même ensemble indécomposable absolument 
essentiel. 
Si E se trouve à l'intérieur d’un ensemble stochastiquement fermé 
essentiel impropre £, on a 
Le = ALT... 


£. étant inessentiel et visiblement, 


L 


hm P(E, £;) 0, quel que soit / 
n>o 
et 
(1) lim PM(E, 2;+ Fiat...) =. 
| A > © 


Si & est un ensemble quelconque ayant une partie commune avec une 
infinité d’ensembles £,, nous ne pouvons généralement rien dire sur 
l’allure asymptotique des P'"(E, &). 
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b). Pour éviter des complications d'écriture (d'ailleurs pas très 
importantes) nous nous bornons maintenant aù cas où l’on se trouve 
dans chaque ensemble stochastiquement fermé dans le cas normal. 
Soit {G,} la famille des ensembles finals. Supposons que E soit 
quelconque et 6C G,,. Désignons par J,(y), ..., Ja(n) les sous- 
ensembles cycliques de G,;, le nombre d as ces ensembles dépendra 
d’ailleurs en général de n. Soit 

Pr'[E, 24(n)]= lim Prt [E, 3,(n)]. 
Comme 
PME Fer si F € J;(n), 
PE, J(y)] est une fonction croissante de n et Pr'[E, J;(y)] 
existe donc. Distinguons deux cas : suivant que l’hypothése du 
théorème IV est satisfaite ou ne l’est pas. Dans le premier cas on aura 
a (7) 
P*(E, 8) & Ÿ Pr'[E, 37,(n)] Pun(€) = > Pr'[E, 32,(n)] Pin(e) 
ou | 


(2) eg ee ae 1(F, 6), si F € J;(n), 


et où J, (4) est le sous-ensemble cyclique de G, dont l’indice est 
déterminé par 
n=(l—/,) [mod d(n)]. 


Si & appartient à un sous-ensemble cyclique déterminé Y,(n), on aura 
plus simplement 
(4) P(E, 6] & Pr'[E, J7,(n)] Pen(@). 


Envisageons maintenant le cas où l'hypothèse du théorème IV n’est 
pas vérifiée dans G,. Alors 
g,=)>, €; 


lim P™(F, €;) +0, Rec 
a>o 


Si l’ensemble & n'appartient qu'à un nombre fini de €;, on aura 


avec 


P(E, &) +0, quel que soit E. 
Si & coincide avec J,(n)(à un nombre fini de €; près), on aura 


P(E, 6) & P(E, 34(n)] 
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et si & coincide avec G,[à un ensemble avec PU(F, R) +0 près] on 
aura 
P(E, 8) & P(E, Sn) Pr[E, Gy], 
où } 
a(n) 
Pr[E, $n] =>) Pr'[E, 3/(n)]. 
= | 


Si 6cGn est quelconque, on ne saura rien dire sur P(E, 6). 


c. On passe de 1a facilement au cas où & est contenu dans une 
infinité dénombrable d’ensembles finals ou stochastiquement fermés et 
essentiels impropres. Si & appartient à une infinité non dénombrable 
d’ensembles finals G,, à l’intérieur desquels on se trouve toujours 
dans le cas du théorème IV, on peut encore obtenir des résultats en 
faisant des hypothèses de mesurabilité supplémentaires. 

Supposons que la réunion S, des ensembles finals contenant p sous- 
ensembles cycliques soit mesurable quel que soit o. Soit K'™ (EK, UW) la 


probabilité pour que le point passe de F dans U € > S, en m épreuves 


sans avoir été dans Die avant la n°" épreuve 
: | 
K“(E, WU) = PW(E, 1), K) (E, W) =| PU(F, WU) Per) (E, dap). 


NES, 


Nous pouvons écrire, puisque & € ps Se 


P(E, ey), iy a &) Ki (E, day). 
Se 


m=1 p—=1 


Évaluons 


Dre &) K™ (E, AXy). 
S, 


TA oar 


Nous pouvons prendre m,, tel que la probabilité pour que le point 
mobile parti de E se trouve encore à la mj" épreuve à l’extérieur de 
la réunion des ensembles finals et passe ultérieurement dans cette 
réunion soit < €. Supposons m > m, et envisageons 
md 
Pio (F, 6) KU(F, day) = Pu-md(F, &) Pm4(F, dap). 
Sa 


(ea 
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Laissons m fixe et faisons tendre n vers infini, par valeurs = n, (mod d) 


n=n,+ md, seen ny + md + ld, 


Pour chaque point de Sa, si /> 0, P“+"4+#(F, &) tend vers une 
limite, indépendante de m, soit P,(F, &), mesurable par rapport à F. 
Il en résulte, PE, &) étant complètement additive, que 


f pu-nd(F, 6) Pimo(E, dae) > [ P,,(F, 8)Pma(E, day). 
“Sa Sa 
D'autre part, 
PAF) = Pd AE) 9 | si Stal); 
ou 
n=lh,—l (mod d@). 
On a donc 


PAF, &) Pmai(E, dap) =|) Pin, n(&) P(E, d5u(n)], 
Sa 


Sa 


cette intégrale étant la limite (existante) de 


t 
Dd FP LE, el, 


= 


;,, étant la réunion des ensembles Y,(n) pour lesquels 


j Ae 
if 3 


u x 
t < Pr (6) << 


d'autre part, P'’"” (K, &;,) est une fonction non décroissante de m, soit 
Pr’ [E, &;,] sa limite, on aura alors 


Pri (@) P(E, dad Ji(n) } x f P,,n(6) Pr'[E, dSi(n)]. 
Sa 


Sa 


On déduit de cela immédiatement 


P(E, &) SX f Prn() Pr’, d5i(n)). 
Sa 


Q=1 


Nous répétons cette formule est valable si les ensembles S, sont mesu- 
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co 


rables, si & € Sa et si dans tout ensemble final on est dans le cas 
d=4 
du théorème IV. 


d. Or admettons, (Hypothèse III), que pour tout E 
(6) lim lim P@(F, &)— 0, 


i>+o n>w 
quelle que soit la suite descendante d’ensembles &; dont la limite est vide 
et que les S, soient mesurables. Alors on a (5) quel que soit &. 


Démonstration. — Nous savons que cette condition suffit pour qu’on 
se trouve dans tout ensemble indécomposable dans le cas normal, 
et méme dans tout ensemble final dans le cas du théoréme IV. Comme 
nous supposons de plus que les S, soient mesurables, |’équation (5) 
aura bien lieu pour tout & appartenant a la réunion des ensembles 
finals. L’hypothése est incompatible avec l’existence d’ensembles 
stochastiquement fermés essentiels impropres |c/. formule (1) ]. Si 


l’ensemble W — ye Sa était essentiel on aurait la formule (1), ce qui est 


aussi incompatible avec notre hypothese. Donc 


P(E, Cys-0,— sie ca — ZS, 


P,,(6) étant nul, si&éc W —ŸS, on aurait bien la formule (5) même 


si 6.c W —» S4. En vertu de l’additivité de P'(E, &), elle aura lieu 
pour tout &. 

Nous voyons que dans ce cas pour tout Ket &, P'U(E, &) est, en fonction 
den, une fonction qui est asymptotiquement équivalente a une fonction 
Pr” (E, &) qui est la somme d'une série de termes périodiques en n (à 
périodes entières). Les Pr” (E, &) sont d’autre part, comme il résulte 
de leur expression et du corollaire du théorème IV, complètement 
additives en fonction de &. On voit d’ailleurs immédiatement que les 
hypothéses indiquées sont les plus larges sous lesquelles la formule (5) 
est vérifiée quels que soient E et & (sauf peut-être l'hypothèse de 


mesurabilité de Sa). | 
Remarquons encore que, si nous n'avons donné aucun résultat sur 


8 
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l'allure des P(E, &) lorsque & appartient à une infinité non dénom- 
brable d’ensembles stochastiquement fermés essentiels impropres, il 
se pourrait quand méme que dans certains cas des régularités se 
présentent. 


22. La convergence en moyenne de Cesàro. — Nous avons démontré 
que (dans le cas général pour des ensembles d’une certaine structure, 
sous l'hypothèse III, pour tout E et &) P(E, &) tend soit vers une limite 
ou est asymptotiquement périodique, soit est équivalent asymptoti- 
quement à une série de termes périodiques en n. Il en résulte immé- 
diatement que dans ces cas 


W(E, 6) +... + P(E, & 
jm LE, 8) + - + P(E, 6) 


nr>« n 


= lim II) (E, 6) =T1(E, 6) 


existe. 
Placons-nous a l’intérieur d’un ensemble final G, à l’intérieur 
duquel la condition (6) est applicable. On vérifie immédiatement que, 
siE € Gu, 
I 
at 


II” (E, 6) [Pijn(S) +... + Pan(s)]. 
Soit 
1 i 
IL, (&) —- din) [Pin(S) +... Pan(é)]; 


II, (8) est complètement additive, avec IL,(G,,)=1, IL,(W —G,)=0 
et IL,(6)>0 si 6c G, est essentiel. La limite IL,(G) de II" (E, &) si 
Ee G,, est indépendante de la position initiale dans G,. 

Si E est un point quelconque et 6c G, on voit immédiatement que 


1” (E, &)—Pr[E, g,]U,(6), si Ec Gy. 


Si nous nous plaçons maintenant dans le cas où (6) est vérifiée pour 
tout point E, on vérifie sans peine que, quels que soient E et &, ona 


I(E, e)=f I, (8) Pr[E, dg], 
Ww 


cette intégrale étant définie comme l’intégrale (5). 
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23. Les mesures invariantes. — Disons qu’une fonction complète- 
ment additive d’ensembles définie sur W,/(&), est une mesure inva- 
riante si f(&) est non négative et bornée et si quel que soit & 


(7) 7(8) = f POE, &) f(dag). 


On peut sans restriction supposer f(W)=1, alors f(&) peut être 
interprété comme distribution de probabilité initiale et le problème 
est de trouver une distribution initiale telle que les probabilités 
absolues 
(8) [ PE, 6) (dax) 

Jw 
soient stables, c'est-à-dire indépendantes de n, = f(&). 

A l’intérieur d’un ensemble final on voit aisément que si la condi- 
tion du théorème IV est satisfaite, II,(G) est une mesure invariante et 
que c’est la seule (à un facteur près). | 

Dans le cas où l'hypothèse III du numéro s'applique, toute mesure 
invariante sera de la forme 


fre, &) (dr), 

Ww 

ou encore 

J'me) Praga) 
w 


cette intégrale étant définie comme (5). 

La forme des mesures invariantes étant établie et leur existence 
démontrée sous l'hypothèse II, passons au cas général. Si G, est un 
ensemble final dans lequel l'hypothèse (6) n’est pas satisfaite en tenant 
compte de l’égalité 


f(6) = { WE, &) (da), 


on vérifie que f(&) est nulle si & € G. Donc dans ce cas il n'existe 
pas de mesure invariante affectant une valeur positive à G. Il n’en 
existe pas davantage à l’intérieur d’un ensemble stochastiquement 
fermé essentiel impropre, car de (8) résulte que f(&)—0 si & est 
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inessentiel et comme f (6) est par hypothèse complètement additif, on 
aura encore f(&)— 0 si & est essentiel impropre. Par contre il est 
très bien possible, et il est facile d’en donner des exemples, qu'il 
existe une mesure invariante, c’est-à-dire une distribution de proba- 
bilité initiale, affectant toute la probabilité à un ensemble qui est la 
réunion d’une infinité non dénombrable d’'ensembles stochasti- 
quement fermés non absolument essentiels. < 


24. Constantes fondamentales de module 1. — On peut maintenant 
envisager les FU 


( 46) =) [pu (F, 62) Y(d&r), 
(9) 
o(E)=2f e(F)P 1, dy), 


où V(G) est complètement additif non identiquement nul, borné, 9 (E) 
borné. L(&) satisfait à l'équation 


b(G) a7 P”(F, &) (dap), 
Ww 


2 (E) à une équation analogue. On en déduit immédiatement que 


A21 


vi 


car f P(E, &) 4 (ds) est borné. Envisageons uniquement les valeurs 
Ww 


de A de module 1. A l'intérieur d’un ensemble final [ c’est-à-dire si 
l’on substitue dans (9) G à W], on voit facilement que, si l’on se 
trouve dans le cas du théorème IV, et si 


Ad— 1 


(d étant le nombre des sous-ensembles cycliques de G) les fonc- 
tions o(E), L(&) existent. Ÿ(&) sera une combinaison linéaire des 
P;(&), 9 (E) sera constant dans chaque sous-ensemble cyclique. Pour 
toutes les autres valeurs de À, o(E) et (6) seront nulles. Si l’on ne 
se trouve plus dans le cas du théorème IV, 9(E) aura encore la même 
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forme, mais Ÿ(&) sera identiquement nul. On a le mème résultat 
dans le cas d’un ensemble indécomposable absolument essentiel 
quelconque. 

Si nous envisageons un ensemble stochastiquement fermé essentiel 
impropre, les ois  (S) sont =o pour tout À de module 1, pour 
A—1 on peut toujours prendre 2(E)— 1 et l’on peut donner des 
exemples où 2(E) existe, c’est-à-dire n'est pas =o pour toute valeur 


de À de laformee ™. 

Bornons-nous maintenant aux Ÿ(&); on vérifie facilement que À 
étant de module 1, Ÿ(&) — 0, si & est essentiel impropre. S'il n'existe 
done qu'une infinité dénombrable d’ensembles indécomposables ou 


stochastiquement fermés essentiels impropres (par exemple dans 


le cas de l'hypothèse du n° 9), U(G) sera =o pour tout À de 
module r lorsque & est extérieur à ceux des ensembles indécomposables 
pour lesquels on ne se trouve pas dans le cas du théorème IV. Si 
d,, ..., d,, ... sont le nombre des sous-ensembles cycliques de 
D os coreg n'est pas racine d’une équation A“%==1, quand 
U(G) sera = 0, et si À est racine d’une de ces équations. UE sera une 
combinaison linéaire de ceux des P,,(&) ({=1, ..., d,), pour 
lesquels A“=1. 

Placons-nous maintenant dans le cas où l'hypothèse (6) est vérifiée. 
On vérifie immédiatement que Ÿ(S) est identiquement nulle si 4 


n’est pas racine d’une équation A“=1, et dans le cas contraire 


3 


que L(G) est une intégrale par rapport a 7 des fonctions ¥,(&), done 
de combinaisons des P,,(&). 
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EXTENSION 


DE 


LA FORMULE DE SAVARY 


AU MOUVEMENT LE PLUS GÉNÉRAL D'UN SOLIDE 


Par M. Rent GARNIER. 


Introduction. 


1. Lorsqu'un plan P glisse sur un plan P,, chaque courbe C de P 
_occupe relativement à P, un ensemble de positions dont l'enveloppe 
est une courbe C, de P,, dite courbe ou profil conjugué de C. La déter- 
mination du centre de courbure de C, est une application classique de 
la cinématique à la géométrie plane; elle résulte de la formule 
de Savary 


ab RU EURE =) i 
1 Ry Be i. LBV coso é 


(Dans cette formule, R, et R sont les abscisses des centres de courbure 
correspondants de C, et C sur la normale commune g aC, et C, ces 
abscisses étant évaluées à partir du centre instantané I; R, et R,, sont 
les abscisses des centres de courbure de la base et de la roulante sur 
la normale en I à ces courbes, et © mesure l’angle des deux normales.) 
La formule comporte une double signification, locale et générale : 


A. Elle exprime la loi de correspondance qui relie les centres de 
_ courbure de deux profils conjugués quelconques, normaux à une 
droite déterminée, g, issue de I; cette loi est une homographie du type 
parabolique; 
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B. Elle montre comment varie cette homographie quand g tourne 
autour de I, et la construction de Savary-Bobitlier traduit cette varia- 
tion sous une forme très simple. 


Les résultats précédents s'étendent au glissement d'une sphère sur 
une sphère égale, ainsi (') qu’au glissement d’un plan de Lobatchewsky 
sur un plan analogue. Mais ces extensions sant toujours des problèmes 
de cinématique: à deux dimensions. Si l’on aborde l’espace à trois 
dimensions, le problème se subdivise en deux, bien distincts, 
semble-t-il : 


I. Il existe une classe de courbes C, liées au solide mobile &et dont 
les positions par rapport au repère fixe &, ont une enveloppe, C,; 
soit M un point de contact de C et C,; peut-on déterminer l’axe de 


courbure de C, en M, connaissant celui de C en M et les éléments 
cinématiques du mouvement —? Le problème comprend d’ailleurs 
Ai 

celui de la détermination des axes de courbure des trajectoires des 
points de &. | 

II. Soient S, l'enveloppe des positions par rapport à &, d’une 
surface S liée à G et M un point de contact des surfaces conjuguées S 
et S,; peut-on déterminer le tenseur de courbure (centres de courbure 


principaux, plans de sections principales) de S, en M connaissant 


celui de S en M et les éléments cinématiques de —? Le problème 
1 


3 
comprend d’ailleurs celui de la détermination du tenseur de courbure 
d’une surface S,, lieu dans &, d’une courbe C de &. 


2. Ces deux problèmes se posaient naturellement depuis les 
recherches de l'Hospital, d’Kuler et de Savary. Pourtant, G. Koenigs 
parait être le seul géomètre qui les ait abordés dans toute leur géné- 
ralité. Il leur a consacré deux Mémoires des plus remarquables : l’un (?) 


(1) R. Garnier, La formule de Savary et la construction de Bobillier en géométrie 
plane hyperbolique (Bull. Sc. math., 2° série, t. 63, 1939, p. 279). 

(?) Mémoire sur les courbes conjuguées dans le mouvement relatif le plus général de 
deux corps solides (1910), publié dans les Mémoires présentés par divers savants à 
UAcadénue des Sciences, t. 35, 2° série, Paris, 1914, n° 4, p- 1-215. 
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relatif au problème I, l’autre (‘) au problème II; dans la suite, ces 
Mémoires seront désignés respectivement par les références K, et Ky. 

Cependant, malgré l'intérêt des résultats de Koenigs, ils ne jouent 
aucunement pour l'espace un rôle correspondant à celui de la formule 
de Savary pour le plan. Envisageons le problème II, et désignons par £ 
le complexe linéaire des droites g normales en l'instant ¢ aux trajec- 
toires de leurs points; la normale commune à S et S, en M doit être 
une droite g. Cela étant, d’après A, une véritable généralisation de la 
formule de Savary devrait être applicable à tout couple de surfaces 
conjuguées normales à une même droite g. Or (Ky, p. 106), G. Kœnigs 
a considéré une telle généralisation comme impossible : « pour y 
- parvenir (à une loi de correspondance simple entre les courbures) il 
ne suffirait pas de grouper en un ensemble toutes les surfaces nor- 
males à une même droite donnée, quelconque d'ailleurs, dans le 
complexe £ », et plus loin (ky, p. 122) : « Mais on conçoit que, si 
l’on se bornait à grouper toutes les surfaces (F) qui sont à un moment 
donné normales à une même droite a du complexe #, la loi de corres- 
pondance affecterait une forme singulièrement complexe puisqu'il y 
subsisterait d’arbitraires les trois paramètres de position sur a des 
éléments de courbure de (F), auxquels il faudrait faire correspondre 
les trois paramètres analogues pour (F’) ». Aussi se borne-t-il à 
l’ensemble des surfaces S telles que les réglées R formées par les 
normales communes à S et S, le long de leur courbe de contact à 
l'instant ¢ soient tangentes mutuellement le long de la normale g 
envisagée; et pour chacun de ces ensembles il obtient une formule de 
Savary généralisée; d’ailleurs le trièdre pour lequel la formule est 
valable varie avec le groupement. Ainsi, la formule de G. Koenigs ne 
jouit pas de la propriété A; a fortiori elle ne peut posséder la pro- 
priété B de la formule de Savary. 


3. Mais, en réalité, il est possible d'établir pour l’espace une loi 
des courbures jouissant de la double propriété précédente; et, fait 
remarquable, une telle loi fournit aussi la solution du problème I; elle 


(1) La loi des courbures des profils superficiels conjugués dans les mouvements à un 
seul paramètre (Journ. de Math. pures et appl., 6° série, t. 8, 1912, p. 103-158). 
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comprend comme cas particuliers tous les résultats obtenus par 
G. Kœnigs dans ses deux Mémoires. C’est cette loi que nous proposons 
d'exposer avec ses conséquences dans le travail actuel. 

La nouvelle loi des courbures tire son origine d’un fait classique : 


& , Pare 
le mouvement — étant donné, les transformations qui relient : 1° une 
1 


surface S à sa conjuguée S,; 2° une courbe C au lieu S, (ou éventuel- 
lement, à l'enveloppe C,) de ses positions; 3° un point M à sa trajec- 
toire C, coincident avec une même transformation de contact, bien 
déterminée. Dans le cas du mouvement d’un plan sur un plan, la 
propriété précédente, combinée avec la formule qui donne l’accélé- 
ration d’un point du plan mobile, montre que les centres de courbure 
conjugués se correspondent dans une méme homographie, et par cette 
voie on retrouve aisément la formule de Savary (n° 17). Dans le cas le 
plus général du mouvement d’un solide, rapportons Set S, à un trièdre 
trirectangle G, dont le sommetest au point de contact M, et dont l’axe 
des z coincide avec la normale g, les autres axes étant d’ailleurs 
choisis à volonté, indépendamment de S et S,; soient z= f(x, y) 
et z= f,(a, y) les equations de S et S,. Soient encore r, s, t, r,, 51, à 
les valeurs des dérivées secondes de fet f, en M; désignons, suivant 
l’usage, par &, n, C(— 0), p, q, r les éléments cinématiques classiques 
relatifs à G, et posons 


Lofton: NT ES XNA 


et de même pour r,, s,, ¢,. D’après la théorie des transformations de 
contact X,, Y,, Z,, T,, U, se déduisent de X, Y, Z, T, U par une 
substitution linéaire, S, et cette substitution fournit nécessairement 
comme cas limite la solution du problème I. La formation de ‘S cons- 
titue donc le probleme primordial de toute recherche sur la loi des cour- 
bures dans l’espace. 

Nous avons formé la substitution S de deux manières différentes : par 
la méthode du triédre mobile (n° 8, 9, 10), et en étendant la méthode 
esquissée plus haut pour le plan (n° 18, 19). Nous montrons d’ailleurs 
qu'en annulant tout ce qui se rapporte à la troisième dimension 
(c'est-à-dire les quantités 7, p, Z T, U, Z,, T,, U,) on transforme Sen 
une substitution linéaire à deux variables qui exprime précisément 
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l’homographie de la formule plane de Savary (n° 17). Ainsi, sans 
conteste, la substitution linéaire S doit être considérée comme l’exten- 
sion à l’espace de la formule de Savary. 


4. Nous étudions la structure de S (n° 15). Elle possède les 
diviseurs élémentaires (A — ©}, (À — €», 1 —T (où Ci — a) et peut 
être regardée ainsi comme une homographie parabolique. En posant 

A=ri+sn+g, B=— 5€ + 4n — p, 


on peut remplacer S par les relations 
Ue i Si 8 jag bite, aT 
ONU NC M or ac AC Se Dy, 

d’écriture plus simple, mais où n’apparait plus immédiatement le 
caractère d’une substitution linéaire. On en déduit aisément les 
conditions nécessaires (') pour que S ait avec S, un contact du second 
ordre, soit accidentel, soit permanent. Dans ce dernier cas, G. Koenigs 
avait montré (K,, p. 189-206) par une belle analyse que les conditions 
sont suffisantes; nous y arrivons par une autre voie très directe (n° 42). 

Plaçons-nous toujours au point de vue local. La substitution à S,S$, 
d’un couple de surfaces parallèles passant par le pied sur g de la 
perpendiculaire commune à get à l'axe instantané A, permet de donner 
à la formule fondamentale une forme canonique remarquablement 
simple (n° 20); le triedre de référence &, est toujours indépendant du 
choix de S et S,. On est amené ainsi à se poser la question suivante : 
dans le cas d’un mouvement plan, il existe pour chaque droite g issue 
de I une transformation simple, l’homographie, qui relie les centres 
de courbure conjugués; dans le mouvement le plus général on peut se 
proposer de trouver pour chaque droite g du complexe & une trans for- 
mation de contact simple associant les tenseurs de courbure conjugués. 
Un tel probleme, évidemment indéterminé, comporte une solution 
effectivement trés simple (n° 21) : la transformation de contact déri- 
vant des relations génératrices 


D (Y— y} +(z'+kxy—3— kxy) = a. 


(1) Ces conditions ont été obtenues différemment par G. Koenigs (Ke, p. 137-140). 
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5. Supposons maintenant que l’on choisisse le plan des xz de &, 
de manière à annuler l'expression B; un tel choix dépend de S (ou 
plutôt de la réglée R du n° 2); mais il est remarquable que la substi- 
tution S puisse être remplacée par les relations très simples (n° 23) 


I I € 
= SS == 


adie 


. 


(ot A, =r,£+5, 74+). Les deux dernières expriment un fait évident 
a priori : les indicatrices de S et S, sont bitangentes; la première, du 
type classique de Savary, comprend (n° 24) comme cas très particulier 
le résultat essentiel obtenu par Koenigs dans son second Mémoire 
(K,, p. 142): c’est le cas où G est le trièdre central de la réglée R. La 
détermination de &,, obligatoire si l’on veut suivre la méthode de 
Koenigs, nécessite d’ailleurs des formules que nous faisons connaître 
au n° 25. Or, il résulte de ces formules que, dans certains cas, la 
méthode de Koenigs peut devenir inapplicable; ce sont, notamment, 
les cas où M est un point méplat de S (le triédre central est indéter- 
miné) ou encore un ombilic ou un point parabolique : la méthode de: 
Koenigs substitue à SetS, un couple de surfaces conjuguées parallèles 
qui présentent des singularités au point central. On peut sortir de 
cette dernière difficulté en utilisant la substitution linéaire S; mais, 
de toutes facons, même si le choix du trièdre central de R ne soulève 
aucune objection, sa détermination n’en constitue pas moins une 
complication inutile. 


6. Abordons maintenant le point de vue général. L'extension à 
l’espace de la propriété B repose essentiellement sur le calcul de © 
qui, fait important, ne dépend que de la droite g. Nous l’effectuons 
(n°29) dans les trois cas possibles : les axoides 5, 3, sont quelconques 
(c’est-à-dire admettent des cônes directeurs); ils sont cylindriques; 
le mouvement est tangent à une translation; dans les deux premiers 
cas, il faudra envisager en outre la position de g par rapport aux 
axoides. De la discussion à laquelle on est conduit nous retiendrons 
seulement ici le cas général (n° 31) et le cas du roulement (n° 33). 
Dans le cas général l'expression de C’ dépend du pas instantané et 


a en er D 0 ; F ae Si : 
de sa dérivée ork de sorte que €’ est fonction d’éléments différentiels 
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du troisième ordre des axoides, et la loi de variation ne peut étre aussi 
simple que dans le cas du plan (n° 31). Le cas du roulement est parti- 
culièrement digne de remarque : bornons-nous à un bref énoncé 
la relation nue de Savary reste valable dans tout plan perpendicu- 
laire à l'axe instantané; si les axoides sont des cônes, on retrouve là 
une propriété évidente i fournit, sans calcul, la rmule de Savary 
pour la sphere. 


7. L'étude du problème I fait l’objet des n° 38-41; nous retrouvons 
très simplement les résultats énoncés par G. Koenigs dans son premier 
Mémoire; nous en développons la discussion générale dans les trois 
cas signalés tout à l'heure et suivant la position du point de contact 
par rapport aux axoides. 

Nous appliquons ensuite (n° 42-56) les formules fondamentales aux 
cas où S et S, sont deux réglées tangentes le long d’une génératrice y 
(variable avec le temps t); le problème se scinde en deux, selon que S 
et S, sont développables ou non. Le premier cas a été étudié par 
G. Koenigs (K,, p. 151-168); les formules fondamentales permettent 
de retrouver rapidement ses résultats (n° 42-44), comme aussi 
d'étudier le second cas, qui ne semble pas avoir été abordé jusqu'ici. 
Mentionnons pourtant que le cas où la réglée S se réduirait à une 
droite a fait l’objet d’un Mémoire remarquable de M. Disteli ('); la 
formule fondamentale (74) qu'il donne page 286 (loc. cit.) peut être 
retrouvée par la méthode actuelle et sous une forme applicable au cas 
sénéral où S est réglée (n° 56). 

La construction effective d’un couple de surfaces réglées conjuguées 
a été donnée par Kœnigs (K,, p. 151-168 et 176-181) au moyen d’une 
extension de la méthode des roulettes; mais on peut se poser Île 
problème autrement, et chercher à construire les couples de réglées 
conjuguées 5, S, tels que l’une de ces réglées possède une image 
sphérique donnée; nous montrons (n° 41-5) que le problème dépend 
d'une quadrature si S et S, sont développables; de l'intégration d'un 
système différentiel linéaire du deuxième ordre, si S et S, sont 


(1) Ueber dus Analogon der Savaryschen Formel und Konstruktion in der kinema- 
tischen Geometrie des Raumes (Zettschr. für Math. und Phys., t. 62, 1914, p. 261-309). 
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gauches; et les résultats précédents vérifient d'une manière remar- 
quable les relations obtenues aux n°42-48, comme application de nos 
formules de Savary généralisées. De plus, connaissantS et 5,, on peut 
en déduire les éléments centraux des axoides (n° 55), ce qui complète 
des résultats de Resal. 

Dans une autre publication nous montrerons que la méthode 
adoptée ici s'applique aux espaces 0° à courbure constante > ou < 0; 
nous avons établi (n° 57) qu’elle s'applique aussi à l'étude du roule- 
ment ponctuel de deux surfaces; elle fournit trois équations dont 
deux avaient déjà été obtenues par Resal dans ses beaux travaux sur 
le roulement. 


PREMIÈRE PARTIE. 


LES FORMULES FONDAMENTALES. 


8. Nous désignerons par &, un trièdre trirectangle direct lié au 
solide fixe, par G un trièdre trirectangle direct lié au solide mobile, 
les mots « fixe » et « mobile » n'ayant d’ailleurs qu’une signification 
conventionnelle. Les surfaces et les courbes, ainsi que les variables 
qui leur sont attachées, seront désignées par des lettres affectées de 
l'indice 1, si elles sont liées à &,, et par des lettres sans indice, si 
elles sont liées à &. 

Considérons une surface S et supposons que l'enveloppe de ses 
positions par rapport à ®, soit une surface, S,. A un instant 
quelconque, ¢, S touche S, le long d’une courbe caractéristique c(t). 
Nous introduirons un triédre trirectangle &, (ou mays) de vecteurs- 
unités i(1), j(¢), k(z), tel que son sommet m(t), soit, quel que soit £, 
sur c(t) et que k(¢) soit constamment normal à S (et à S,); m(t) 
décrira d’ailleurs sur S, (par exemple) une trajectoire qui pourra étre 
choisie arbitrairement. 


D'après le théorème de la composition des vitesses appliqué am, ona 
Vi(m)=V(m)+V-_(m), 
d’où, en multipliant intérieurement par k, 


(1) k(¢) V.[ m(t)| =o 
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(V, et V sont les vitesses de m par rapport à G, eta ®; V, est la vitesse 
d'entrainement de m; cette signification de l'indice e sera maintenue 
dans la suite). Ainsi, la normale à S et S, est normale à la trajectoire 
d'un de (et par suite de tous) ses points, considéré comme lié à &, 
résultat classique. Cela étant, les deux équations vectorielles d’où 
dérive la formule généralisée de Savary s’obtiendront comme en ciné- 
matique plane ('): 

1° On appliquera le théorème de la composition des vitesses au 
vecteur k (supposé mené par un point fixe, tel que l’origine O, 
de G,) (°). 

On dérivera (1) par rapport à t dans © (*). 


Ces opérations seront effectuées à un instant déterminé que nous 
désignerons actuellement par ¢,. 

Soient > — /f(r,y), 3;= f,(#, y) les équations de Set S, par 
rapport à ®,, et (*)r,5,1,r,,5,, t, les derivées secondes de f et f, 
en m. Soient €,, n,, o les composantes de la vitesse de m(t) par 
rapport à &,, €, n, o les composantes de sa vitesse d'entrainement, 


Ps q, et r (qui ne jouera aucun role) celles de la rotation instantanée 
de. * toutes ces composantes étant prises par rapport a %,; elles sont 


©; 


supposées évaluées à l’instant 4. 


1° Nous aurons ainsi l'équation 


dk /dk\ 
(a= (Geet lo AR) 
où w(t) désigne la rotation instantanée de = A l'instant 4, cette 
94 


(1) Voir, par exemple, le n° 3 de notre travail cité plus haut (n° 1). 

(2) Keenigs obtient des équations équivalentes par un calcul notablement plus 
compliqué [Kz, p. 132, formation des équations (35), (41), (42) et (53)1, (53)2]. 

(3) Ce procédé a été employé par Koenigs [Ke, p. 131; équations (33), (39), (44), 
(46), (53)a]- 


O22 
(+) La notation ¢ employée pour la dérivée seconde 


oy? 
Aucune confusion n’étant à craindre, il a paru préférable de conserver ces notations dont 
le sens est consacré par l'usage. 
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est la même que pour le temps. 
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équation s'écrit : 
(2) — (ré + sim)i — (Si51 + im) 
= PGi) SCE Sc 
2° A un instant ¢ quelconque explicitons (1) sous la forme 
(1°) k(¢){Ve(M) + [w(t) A m(t)—M]}=0, 


M désignant le point de S avec lequel m(¢) coincide à l'instant ¢,. En 
dérivant, on obtient pour ¢ quelconque : 


(+) ÉV(M) +-[w(2) A m(t)— M]! 
dt J&\ 


adv. de F ‘dim oy 
+k( ad Jr (G /\ nu — M) +k| /\ ( Te | Os 


c'est-à-dire, en t, : 
(3) —[r(g—2Z) +s(m—n)): 
—[s(.—2) + t(m—n) [n+ 6+ p(m— na) — gsi — 5) =9, 


ne ion a ANNE 
At ele 


la dérivée de la troisième composante ¢(¢) de V.(M) par rapport à un 
trièdre lié à G et coincidant avec G, en ¢, : ainsi C(¢,) =o. On notera 


en désignant par 


G 


que pour le mouvement inverse les nombres ©, n, p, q, ©! sont rem- 
placés par les nombres opposés. 


Cela étant, posons 
(4) re+snt+q=A, s2-- tn — p= B; 


les équations (2) et (3) équivalent au systeme 


PE 
(5) (si— 8s) + (4— Om=—B, 
AZ. Byi APE By cy 


9. Avant d’aller plus loin, observons que les calculs précédents 
donnent aussitdt la tangente à c(t,) en m(t,). En effet, (1) est vérifiée 
non seulement quand, ¢ variant, m(t) se déplace en restant toujours 
en un point de contact de S et S, (cas de tout à l'heure), mais encore 
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quand, ¢ restant fixe (soit pour t= 1,), mse déplace le long de c(t). 
Dans la variation de (1) calculée toujours dans &, m et k(m) varieront 


seuls. En M on aura 
dm = ai + Bj; 


a et 5 mesurant les composantes d'un vecteur tangent à c(t,)en M; 
ainsi dans (3) on remplacera £,—£, n, —n par « et 8 et {’ par o, de 
sorte que, d’après (5), on aura aussitôt 

Ryne Aa+BB=o. 


10. Revenons maintenant aux équations (5); regardons-les comme 
des équations en £,, n, et supposons d’abord qu'elles soient vérifiées 
pour des valeurs finies de £, et n,. Si elles admettent pour &, et n, une 
solution unique, ce ne peut être que ¢,=o—™y,, car la trajectoire 
de m(t)surS pouvant être choisie arbitrairement le rapport &, : n, doit 
rester arbitraire. Dans l'hypothèse d’une solution unique, £, — 0, 
1 —0o, on aura donc À — 0, B=0 et C’—0; r;,5;, t, ne seront assu- 
jettis par (5) à aucune condition. 

Supposons maintenant que les équations (5) soient vérifiées par 
une infinité de valeurs finies de £, et n,; le rang du tableau des coeffi- 
cients de £, et n, devra être <1. Si le rang est nul, on aura 


(7) TT; SiS) i=, A0: B—=0, diow 2 =o 


et£,, 7, sont complètement indéterminés. Supposons le rang égal at. 
Un au moins des coefficients de £,, 7, doit être £ 0 : c'est nécessai- 
rement l’une des différences r, —r, 5,—5, ¢, —¢, sinon (5), et (5), 
donneraient À —0o —B et le rang serait nul. Soit d'abord 7, —r4o. 
Le système se réduit à (5), et l’on doit avoir 

PTE 
Ss D 


Tir — À 
st | 


(8) AMmArLBrE COR 


==10)), | 


Si A=o, (5), montre que € : n est bien déterminé; il faut donc 
que Ao (et B40) et les équations (8) donnent 


B 2 
$s; —s=—(M—)r), ee (en) 


avec 
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le dernier dénominateur étant 4 0 (sinon 7,51, 4 seraient infinis et 
de rapports déterminés). Or on peut écrire ces équations sous la forme 
symétrique 


(9) phe Sasi nt te aan En 


qui s'applique aussi au cas où l’on aurait r, —r—0<t, — t. L'hypo- 
thése 7, —-r=o=t,—t, s,—soest d’ailleurs inadmissible. 

Mais on doit examiner aussi le cas où les équation (5) en &,, n, 
n'admettraient que des solutions infinies, de rapport Ë, : n, indéter- 
miné. A cet effet, on remplacera €, et n, par æ:3 et y: = et l’on 
recherchera si le système transformé admet des solutions où z =o, 
æ:y étant indéterminé. Pour cela, il faut et il suffit que 


PVR SES: tre; A= 05 B==0. 
En définitive, on aboutit aux conclusions suivantes pour r,, 5,, ¢, : 


Si C' 4 0 (cas régulier), r,, s,, t, s'expriment en fonction de r,s,t, 
par les formules (9) et €,, n, seront en général finis; en particulier, si 
A==o=B8, on aura r,—7r, s;—5$,14,—1,1avec et UNIS de 
rapport indéterminé. 

Si (=o (cas singulier), soit d’abord A= 0 —B; 1, 5,, t, seront 
indéterminés [ce qui est encore une conséquence de (9)] et l’on aura 
SiO =: asauthsielion .prendar, rin sf ee 
Aé-+ By o, les équations (9) sont applicables; mais posons 


(10) A, =me+sin+ gq, Bi — 5,6 + in — p; 


on trouve aisément A, —o—B,, et cela, quels que soient 7, 5,1: le 
résultat était d'ailleurs à prévoir par la considération du mouve- 
8 
ment inverse —- Enfin, dans le cas C’—0o, avec A ou Bo, 
mais AE + By — 0, il résulte de (5), que (5) doit admettre la solution 
A : É 

unique £,—0—",; mais d'après (5), et (5), la chose est impos- 
sible sir,,s,, ¢, sont finis tous les trois, et ceci est encore une consé- 
quence de (9). 


En résumé, dans chaque cas concret on pourra calculer ou discuter les 
valeurs de r,, s,, t, au moyen des équations (9). Ces équations consti- 
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tuent ainsi la première forme des « relations fondamentales » entre 


11. Notons dès maintenant une conséquence immédiate de la 
discussion précédente. Tout d'abord, d’après (9) les indicatrices de S 
etS, en m sont bitangentes; la première ayant pour équation 


NL AH OS BY = y =, 
la seconde sera définie par 


(Az + By)? 


Ne ete Seal ZS 
Ala Rae 


TL + asxy + ty? — 


, 


et la corde des contacts est Ax + By =o; d'après (6), c’est donc la 
tangente à c(t,) en m. Ce résultat, comme d’ailleurs le double contact 
des indicatrices, étaient à prévoir puisque S et S, sont tangentes tout 
le long de c(t,). 

Cherchons alors la condition pour que S et S, sotent osculatrices, 
c’est-à-dire pour quer,—=r, s, = 5, t, —1. Le problème peut être posé 
de deux manières différentes, suivant que l’osculation doit avoir lieu 
pour une valeur particulière de ¢, ou, au contraire, quel que soit 4. 
Si l’osculation n’a lieu que pour une valeur t, de t, [en certains points 
de c(t,) ou tout le long de c(t,)], on ne peut exclure l'hypothèse 
où &, et n, sont infinis ('); on pourra donc avoir en ces points © 0, 
avec A=o=B (n° 10), et cette condition est évidemment suffi- 
sante. 

Ainsi, en tout point de toute droite g pour laquelle ¢ =o, il existe 
oo' éléments du second ordre (r, s, t) tels que 7, =r, 5,=5, t,=1. 
Les indicatrices de S et S, correspondant aces éléments auront pour 
équation commune : 


aby & (nx—ey)yr=s (ét), 


où s peut être choisi arbitrairement. Quand s varie, ces indicatrices 
sont bitangentes aux deux points 


æ'y!:1Z=6:n:EVE(pn — 96), 


(1) On constatera aisément que si l’on fait rouler à l'intérieur d’une parabole, avec 
une vitesse angulaire constante, le cercle oseulateur au sommet, la vitesse absolue du 
point de contact m(t) devient infinie quand ce point arrive au sommet. 
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be ee 
les tangentes communes étant py — gx == ve( py — q¢). Les centres 
de courbure principaux varient dans une involution 

(s'— 5) (s"— 3,) + h?=0o 


dont le centre (s = z,) est le pied sur Mz de la perpendiculaire com- 
mune à Ms et à l’axe instantané; À est le pas réduit instantané. Enfin 
la courbe de contact de S et S, présente alors un point double en m, 
comme on le voit en développant (1) dans le voisinage de ce point. 
_ Au contraire, si l’osculation doit avoir lieu quel que soit 4, il doit 
exister sur S, une courbe au moins, L,, lieu des points d’oscu- 
lation m(t); €, et 4, ne peuvent être constamment infinis; l’hypo- 
thèse {’Zo est donc inadmissible. Les surfaces S et S, doivent être 
telles que leurs normales vérifient en tout point de L, (et pour la 
valeur correspondante de ¢ d’ailleurs quelconque) les conditions 
CSO Se (avec À — 0 —B). 


12. Réciproquement, montrons que st une surface S est telle qu'en 
l’un quelconque, M, de ses points elle vérifie les conditions € — 0 =C 
[à l'instant t où c(t) passe par M|, elle est constamment osculatrice 
à sa conjuguée S,. En effet, soit M un point lié à G; au cours du mou- 
vement il existe en tout instant un vecteur K(M, ¢) vérifiant les 
conditions 


(11) KVM ok] | 


dt 


& 


Quand t varie, le lieu des supports des vecteurs K, menés de M comme 
origine, est un certain cône IU(M); et, si la surface S vérifie les 
relations € = o —T'(dans les conditions précitées), la normale en l’un 
quelconque, M, de ses points devra appartenir au cône 9T(M) corres- 
pondant. En d’autres termes, S sera une surface intégrale s — 3(æ, y) 
d’une certaine équation aux dérivées partielles 


nya DORE Oz 
EF (ayy 2s Ps ie O (b= Se =); 


par suite, en tout point de S on aura 
oF OF OF OF 


ae = 


(12) 
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r,s, t désignant les dérivées secondes dez(x, y) en M. Or, je dis que 
ces équations ne sont autres que les conditions d’osculation À — 0 — B. 
Présentons d’abord une remarque préliminaire. Soient 


DCE Me RUE. 
YC} Yah Yue ea 
LG a= Th Thee Tan | 


les composantes d’un vecteur 
h(t)=h,+h,¢+h,#+.... 


Supposons h, 0; soit, par exemple, Z, 0; on pourra écrire 


X ay; 
(13) 7 = MEU AU... Za Oot t+ hl+...; 
avec 
xX; Ve X,Zo— ZX, DZ 
m= 7 b= 7 Br re np 


0 


Supposons encore a, ou 6, 0; soit, par exemple, a, 0. On déduira 
de (13) le développement de l’équation du cône lieu du support deh 
(mené a partir de O) : 


{ ne . be) 
(14) ea ot mM 7 Qo mM, 7 0 TEEN oe 
équation où l’ensemble des termes du premier degré peut s’écrire : 
Y x en Be) … 
(15) za (Z a) = a 


d'ailleurs l’ensemble des conditions énoncées équivaut ah, \ h, 0. 

Appliquons ce résultat au problème actuel, et cherchons l'équation 
du cône Ji(M). Puisque K(M, 2) satisfait à (11), on pourra écrire, 
À étant un scalaire quelconque : 


KM) LAACE ve. ) " (vi + wield Vitae. ) 
= (Ve A VS) +(WeAVe)tt+..., 


en désignant par V., V.. V;, ... le vecteur V.(M, t) et ses dérivées 
successives, calculées dans @, et à l'instant £— 0. Ainsi, en prenant 


9 # 
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h(t) = K(M, t), on aura 
(D; hy, h,) =(K, Vea/ Vi, Ve /\ Vi) si Vie, Mey V:) (KV:). 


Supposons toujours h, A h,<0, ou (V,, V,, V.)<0; d’après (14) 
et (15), l’équation cherchée sera de la forme 

(16) hy (We) = (7 — a) +... 

En particulier, supposons que l’origine O du triédre & appartienne 
a S, le plan des vy de & étant tangent à S; placons-nous toujours à un 
instant ¢ voisin de o et supposons que M(a, y, =) soit un point 
voisin de O et appartenant à la courbe de contact c(?) de S et S,; nous 
aurons en M, pour les composantes de V, : 


E+qs—ry, nt+rxa+ps, py— qe, 


cellesdeK pouvant être écrites p, g et — 1. En vertu de (16) l’équation 
de Ji(M) par rapport à & s’écrira 


= 


(17) [Ep +ng —(py —gz)] +... 


les termes non écrits étant du second degré en p, g, x, y, 2; et puisqu'on 
a p=o = en O, les combinaisons (12) formées sur (17) se réduisent 
aussitôt, en O, à A—0o—B. cf ofr 


13. Revenons maintenant aux formules fondamentales (9). Il est 
aisé de former explicitement les expressions de 7,, s,, ¢, en fonction 
de r, s, t et de p, q, & n, C'; on obtiendra ainsi la seconde forme des 
formules fondamentales 


— q+(C—-pn—-qi)r—-2qns+n(rt—s) 
C—pntgiter+temstyt  ~ 
Fa Pg + pér + gs SORES ney S) 
C— pu Fe me Trans hic 
— pr apes +(C+pn+gé)t+E (rt —s?) 


aS eee __ 


C—pn+qitPr+ ins + nt 


= 


2 


(18) 


3 pr — 2pqs — q?t + (+ pn — gc) (rt — s?) 
: £— pn+q: it hd + 2208 + nl 
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Introduisons des variables homogènes X, Y, Z, T, U telles que 
HENRI 


et de même pour r,, s,, t,. On voit alors que .55 2 lb SOnE 
lees aX; ¥, ZT, U par une substitution linéaire S : 


X= (t'—pn+qe)X+ Ss YS ory Zs n° T 

Y= —q? X+(—pn—g?)¥—29qnZ wf ” 
np ue citi] Spe v VE tn sont. 2. = 2 

os RL + 2p, pages 2 ; 
Pe ENS Y= opglt= pT +(+pn—qil. 


de matrice 


oS pute gs 7 227] Ti 0 


=e re Pires: 2qn 0 " 
joy) Pq Pe 4 11 — En 
eR, 0 OP RER Seat le Oe oe 
0 SAVE 7 — @ Cr Pi ee 
On pouvaitaffirmer a priori que X,, ..., U, sont liés linéairementa 
X, ..., U; nous reviendrons plus loin sur ce fait essentiel. Pour l’ins- 


tant indiquons quelques propriétés de la substitution S. 


44. Il est clair que S doit conserver à un facteur près la forme 
XU — YT + 7°; effectivement, on trouve 


Xe Viper ice (Nee vole 22))e 


, 
Dès lors le déterminant de (M) est égal à (€?) — +15, donc, 
nécessairement à 7°. Effectivement, d’après la remarque faite au n° 8 


(p. 122) sur le mouvement inverse de —, on doit obtenir la substitution 
SE 


inverse de'S en remplaçantC par — ©! (peut-être à un facteur d'ensemble 
près). Multiplions donc les matrices (MT) correspondant à deux valeurs 
opposées de C’; on trouve que le produit est une matrice à éléments 
nuls, sauf ceux de la diagonale principale, qui sont égaux à C’*; le pro- 
duit des déterminants de matrices est donc égal à ?’!°, ce qui montre 
bien que le déterminant de (M) est égal à 2". 
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15. On aboutit au même résultat par les considérations suivantes, 
qui ont en outre l'intérêt de donner la structure de 8. Bornons-nous 
au cas régulier {’£0, et supposons En(pn— qË) # 0; posons Cy 

æ=°Y+n2L+ gx, 
y=tZ+ nT — px, 
e=(pn—q:)Z+ pqX, 
u—=pY +2pqL+ QT + (gi —pn)U; 
ces équations seront résolubles en Y, T, Z, U et la substitution & 


s’écrira 


La So: 
N= Cy; 
(19) X= Ex + ny +X, 
i Cu, 
p= enu + Cp. 


On retrouve bien la valeur du déterminant de (M), ainsi que l’inva- 
riance des équations À — 0, B=o0 (ou 2 —0,y—o); on voit de plus 
que l'équation en À de la matrice (M) admet la racine quintuple C et 
les diviseurs élémentaires (A —@)?, (A—C’)?, A—@. (On pourra 
remplacer y par la variable canonique x + ny = 3. 

Si l’on a Ë— 0, pn — gË< 0, donc n 40, on verra que 


QO 

i= ie 

2 — ny + CX, 

Ui CRE 

= — uw + EU. 


Pour py — gË—0o, avec En <o, on conservera x, y, X, T et l’on 
introduira 
= 2py.#+ € U+.pX; 
on aura 
Vi=E'V, 
LE I VMACUT 


Ti, Ya X, étant donnés par (19). 


(1) Les notations x, y, z, u, », V, W, P, Q ne seront utilisées avec la signification 
actuelle que dans ce numéro. 
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StÉ—0o—petr + 0, on utilisera les variables a, y, X, Y et 
W =— 9X — 2gnZ- v2U,- 
d’où 
Win W et Y=W+CY. 
SiE=o=yet p ou g 40, soitgo, on prendra les variables X, 
ay : 
P=pY+qZ, Q=pyY+e2pqZ+ 1, 


ce qui donne 


xe COS 

Y,=— gX + C'Y, 

a CAP; 

a= CQ, 

Zee —QO+2'U. 


Enfin, si -=o0=y7=p=gq, S se réduit à la substitution-unité; 
ainsi, ce seul cas excepté, l'équation en À conserve toujours les divi- 
seurs élémentaires indiqués plus haut. 


16. Avant d’aller plus loin nous développerons une seconde démons- 
tration des formules fondamentales. Nous avons rappelé (n° 3) que le 
v6) 
bien déterminée qui associe à toute surface S liée à & sa conjuguée, 
dans G,. Cette transformation est permutable avec les dilatations; 
elle change un point en sa trajectoire : elle est donc définie par deux 
équations directrices. Les dérivées r, s, ¢, 7,, 5,, t, ayant leur signifi- 
cation habituelle pour S et pour S,, la transformation de contact induit 
sur les variables X, Y, Z, T, U du n° 13 une substitution linéaire 


mouvement — étant donné, il existe une transformation de contact 


xo Cex =e Cl a C13 4 ae Cal 5 Cas U, 
VWO= Cay Ga eae Or Ih Sew? 
(20) Ls =— (07 Yee C29 Y + C33. 102: T+ C35 U, 


a Cy & —+- a + C2 + Goel. a Cis 
U, FEE C5, X on me Cam aS EN ae CEA à =~ Gre Ws 


17. Nous allons voir qu’en cinématique ‘plane la propriété ana- 
logue entraine comme conséquence la formule classique de Savary. 
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Car, soient C, une courbe du plan mobile, C,, sa conjuguée; envisageons 
toutes les courbes C du plan mobile et leurs conjuguées C,, admettant 
l'élément de contact commun aC, et Co,, et soient y = f(x), y, = f(x) 
les équations de C et C, par rapport à la tangente Ma et à la normale 
My communes à C, et C,,. Comme au n° 16, on montre que les dérivées 
secondes r= f(x), 7, = (x) satisfont en M, point de contact de C, 
et C,,, à une relation homographique 

Ca2T + Con 


(21) = 


les c;; ne pouvant dépendre a priori que de l'élément de contact 
commun à C, et Co,. Mais la transformation de contact qui change 
les C en les C, est permutable avec une dilatation d'amplitude quel- 
conque : donc, sur un rayon donné D, issu du centre instantané I, les 
centres de courbure y et u., de C et C, se correspondent dans une homo- 
graphie (21) dont les coefficients ne dépendent que de D. Une telle 
homographie ne peut présenter à distance finie qu'un seul point 
double, le point I (supposé à distance finie) : car un point double de 
l’homographie est un rebroussement de sa trajectoire, propriété carac- 
téristique de I. D’autre part le point à l'infini ne saurait être point 
double (à moins d’être centre instantané) : car la figure formée par I, 
par un point P de D et le centre de courbure wu, de sa trajectoire reste- 
rait semblable à elle-même quand P décrirait D : or ceci est contra- 
dictoire avec les formules de la vitesse et de l’accélération d’entrai- 
nement de P 


(22) | V.(P) = œ /\ pea 


IP (oA P — 1) 2 (PAT) 0 We 


ou w| = (Fi pe est en général #0. L’homographie reliant 1x et L, ne 
peut donc présenter qu’un seul point double, le centre instantané ('). 

Or soit y l’ordonnée de P sur la normale My; avec les notations 
classiques de la cinématique plane, les composantes V, de V_(P) et J, 
de J,(P)s’écrivent | 


4: . 
r V2.2 = wy, J,= 1! + 0% — a)? y 


(1) Le même résultat peut s’obtenir aussi par la considération du cerele des inflexions 
dont Pexistence est d’ailleurs une conséquence directe de (22)>. 
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ry & . 
et I a pour ordonnée =: L’homographie (21) entre les ordonnées | 
= 


9° 2 


et - de p (ou P) et 11, s’écrira donc, d’après ce qui précède 


(23) ES Z sk; 
ib a Rit (ages 
My G) 7 G) 
la constante Æ étant telle que pour 7; ‘= on ait J,— 0 : donc 
n+ GE —w?r'=O0, k=— +, 
| n 


et l’on en déduit aussitôt la relation d’homographie sous la forme 


(y+ w2)r— o? 
ig ee ae > 
She 
Le rapprochement avec (18), devient encore plus apparent si l’on 
construit un triedre trirectangle, de sommet M, de premier vecteur- 
unité i, relatif a Ma, le troisième k, définissant la normale à C, et C,,; 
enfin on prendra j, =k, /\ is =— i, /\k, de façon que le trièdre soit 


direct. Ainsi 
&w — 15 \ Ko—— oj,, 


de sorte que w devra être remplacé par la notation — q du n° 13; 
d’ailleurs € se sera pas changé et 7’ sera remplacé par ©. Il viendra 
ainsi 

Se ee TN IN 


lo — 7 as aS 
Cee Gey a) 


et r, s'exprime en fonction de r par la première formule fonda- 
mentale (18), où l’on aurait annulé les variables 7 et p. 

Il est d’ailleurs facile de ramener (23) au type classique de Savary. 
Car soient, pour un instant P — [ou p»—I=ok,, p, -l—o,k,; (23) 
s’écrira 

1 1 ats 
PUS 


avec la condition (exprimée plus haut) que, — + quand P est tel que 
J,(P)k,— 0, et ceci, d’après (22), donne pour la valeur correspon- 


dante p de p wD + (w A W)ky=0 
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c’est-à-dire, avec W = Wt, ti, = Ccos9 : 
’ 


Ray: 
DATE ENST Dr rahe a 28 PERD 


On a donc (') 


ou 


D ie =) I 
Pi P \es Pm / COS” 


\ 


en appliquant la formule à la base et à la roulante. 


18. Nous allons employer un procédé analogue pour établir les for- 
mules fondamentales dans l’espace; nous commencerons par donnerun 
résultat que nous utiliserons d’ailleurs ultérieurement. Soient C, une 
courbe quelconque (fig. 1) et MTNB le trièdre de Frenet en un point 


B 


o 
Fig. 1. 


quelconque M de C,. Considérons la surface canal S, enveloppe des 
sphères de rayon constant, e, centrées sur C,; l’un, y, des cercles carac- 


4 eee 


(1) On peut encore remarquer que pour ¢ quelconque le centre instantané de rotation 


, À n , RER 
a pour abscisse x = — > ona done W coso = 2 = — 2 à l'instant envisagé (n = 0) et 
’ WwW 


2 


Ww? w I 


k = — — = — —. 
yn W cose 
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téristiques est contenu dans le plan normal aC, en M. Soit Q un point 
de y, donc de S,; construisons le trièdre trirectangle &, de sens direct 
de sommet Q, l’axe Qy, tangent à y, l’axe Qz, de vecteur-unité k, 
normal à y et tel que M ait pour côte s=—«, Soit 3 = ®,(a,, y,) 
l'équation de S, par rapport à &; les centres de courbure principaux 
de S, en Q ont pour cotes 


= es yes iS 
le point L =M- ek appartenant à l’axe de courbure D de C, en M: 
ainsi 
(24) ekn =f 


(n, vecteur-unité de la normale principale a C en M; R, rayon de cour- 
bure de C, en M). On aura donc pour les dérivées secondes de 
D,(2,,7¥,)enQ 


I 
= ; $5 — 0, bo = — 
EE 


CHAN es 


Imprimons maintenant aS, une rotation ®, d'amplitude 9, autour 
de Qz; nous obtiendrons l|’équation z —®(x, y) de la nouvelle surface, 
soit S, en faisant dans ®, 


Lo LCOSO + Y sing, Yo=— xsing + y cosg; 


et pour les dérivées secondes de ® on aura 


Sin? Sin @ COS 
‘Ss LS ated ui —— 


5) Sean 
€ € F € 


Rie = Tl — — - 

les termes non écrits étant finis lorsque < tend vers o. Mais € variant 
ainsi, la surface canal S tend vers la déférente C (déduite de C, par @); 
et si G se meut par rapport à un triédre &,, l’enveloppe des positions 
de S par rapport à G, tend vers le lieu &, des courbes C. Supposons 
alors que % soit identique à la position du trièdre &, (n° 8) relative- 
ment au solide mobile, en l'instant ¢, = 0; dans les formules (20) rem- 
placons respectivement X, Y, Z, T, U par 


€, —sin?®, singcosg, —cos?9, —e, 
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il est clair que, pour € tendant vers o, les valeurs limites des quotients 
deY,, Z,, T,, U, par X, définiront r,, s,, t,, rit — s? pour 2,. Mais, 
comme nous allons voir, on peut calculer directement ces dernières 
valeurs; on conçoit donc que par le rapprochement des résultats on 
puisse obtenir des renseignements sur les coefficients c;; de (20). 


19. Lorsque € tend vers o, & tend vers un trièdre G, de sommet M 
(sur C), d’axe Mz normal à C en M (fig. 2), et par rapport à & la tan- 


Fig. 2. 


gente MT aura pour équation y = x tango; d’ailleurs, on peut toujours 
supposer Q choisi de telle sorte que Mz soit normal en M au lieu X, de C. 
Soient alors N un point voisin de M sur C et P un point voisin de N sur 
la trajectoire de N par rapport à &,; P est donc un point de &,, et l’on 
aura 


7 


5 
Nba, 


N=M-+st+ 


s— are MN de C; t, vecteur-unité de la tangente a C en M; de plus, 
t désignant ici le temps 
P—N+[V.(M)+(w A N—M)]é+ JUNE +... 
d’où 
P=M+V(M)2+t5+ © J(M)E+ (w À tt) + 


et les coordonnées &, 4, 5 de P par rapport à & sont 


LE Cb S COS ESS 
Y=ntl+ssing-+..., 


2 


st ~(¢/-+ pn — qi)P+ (psing — qcosy)l§+ -—+..., 


20 
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la valeur du coefficient de s° dans 5 résultant de (24). On en déduit 
l'équation de X, ‘ 


o-+ pn — gt 


a(Esing — noose) MP — Yeose): 


D = 
psing — q COS o 
(5 sing — ncoso)? 


DOME S277 


EN —yX)(£Lsing — À ? 
(EY —nX)(Xsing Oto. tain ae 


d'où, pour les dérivées secondes r,, s, t, de S 


A __ (t'— pn — GZ) sin’g + 2qnsing cosg + ne : 
ae (Zsing — ncosg)? ‘ : 
de plus, en utilisant la propriété d’invariance du discriminant 


I = : 2 
2(5 +pn— 96) — (psing —g cos) 
Ce ee 
(6 sing — ncoso)? 
Mais d’apres (10) et (25) on doit avoir aussi 
poke C22 SIN? M — Co; SING COSY + Cry COS?G + C,;E—' 
cane se sin? @ — C1; SING COSY + Cy, COS? D + C,;E—* 
Les deux expressions obtenues pour r, devant coincider quel que 
soit 9, on peut prendre (‘) 
Ces Ch, =e) Cie C5 — 0; 


2 


eg a! - = ae ae 
CNG 9D) Ie ie fie C2, — 290; Cor — 0, C25 Ny 


et l’on procéderait de même pour calculer les c;; (7 =3, 4, 5; 
2 03,4 9). neste a determiner les ¢,,'(j =1, 2, 3, 4, 0). A’cet 
effet, il suffira d'observer comme au n° 14 que le produit (MT) (M) de 
matrice (M) ou (c;;) par la matrice (M) qui s’en déduit moyennant 
le changement de €’ en —C est égal au produit de la matrice-unité 
par un multiplicateur scalaire. On trouvera immédiatement les 
éléments cherchés en utilisant, par exemple, la seconde colonne 
de (M) pour ¢,,, C31, C41, Cs, et la quatrième pour c... 


20. En tous les points (liés à S) de la droite de S coincidant en ¢ 
avec la normale M4, (ou g) la fonction C(t) a la même valeur, et 


(‘) La transformation de contact qui change S enS, est définie par deux relations géné- 
ratrices, ce qui permettait de prévoir Pégalité c15 = 0. 
Ann. Ec. Norm., (3), LVI. — Fasc. 3. 17 
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cela quel que soit ¢; donc C’(z), et en particulier C’(¢,) (=¢’), a une 
valeur ne dépendant que de g; nous la calculerons plus Join (n° 29). 
Pour l'instant nous allons utiliser la circonstance précédente afin de 
simplifier les équations fondamentales. 

La transformation de contact qui change S en S, est permutable avec 
la dilatation; or pour deux surfaces parallèles les centres de courbure 
principaux et les plans principaux relatifs à la même normale sont 
les mêmes. Actuellement, on peut donc remplacer S et S, par un 
couple de surfaces parallèles, soient S’ et S|, passant par un point 
quelconque, M’, de g. Or il est tout indiqué de choisir M’ et les axes 
normaux à g, soient M'x’, M'y' du trièdre &, de façon à annuler le 
plus grand nombre possible d'éléments €,4, p, g. Supposons d’abord 
que l'expression k=pË + q7, invariante pour tous les changements de 
trièdres trirectangles (conservant g comme troisième axe), soit +40; 
on ne peut annuler au plus que p et € (ou g et n). La chose est 
d’ailleurs possible, et d’une seule façon; car, quel que soit M”, le 


point 
w À Ve(M') 


6) 


P=M’+ 


appartient à l’axe instantané A de = En particulier, si M” coincide 
avec le point cherché M, le vecteur w /\ V., orthogonal à A, sera 
dirigé suivant l’axe des x de G, (car Ë— 0 —p}); cet axe est donc la 
perpendiculaire commune à A et g et M’est le pied sur g de cette 
perpendiculaire. D'ailleurs le trièdre G, ainsi construit répond mani- 
festement à la question. 

Or, pour £=o=p (et {'<o) les formules fondamentales (18) 
donnent 


(26) Re hid, 
7 t £ 
lits — st TES OT 
t és MN ee! 


Ces formules deviennent illusoires pour to. Mais alors les 
formules fondamentales donnent 
(q +ns) 
= 


{aia pe Se SES, EI Oy, 
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On peut simplifier encore les formules (26). Posons en effet : 


r 4 * = q 
(27) s"—s + Ÿ, Ses 1. 
n n 
il viendra 
I 1 n° Se s Fat as? ? P= 5 
(28) — — -—= = ER nas EP din 
iP t € A t i; t 


Les formules (26), ou (27), (28), constituent la forme canonique des 
formules fondamentales. Elles supposent seulement que le trièdre 
trirectangle &, admet pour aréte la perpendiculaire commune à A et g 
(ce qui le détermine). 


21. Les formules (27) sont induites par la transformation 


ss Lay 
effectuée sur S’ et S'. Appelons OS’ et OS’ les surfaces ainsi obtenues 
(et auxquelles correspondent 7, s*, t, r,, 8°, t,). Si l'on connaissait 
une transformation de contact simple, 7, réalisant (28), on pourrait 
dire que la correspondance entre les tenseurs de courbure de S’ et 
de S' est réalisée par la transformation 0-' <0. 

Dans un autre travail (‘) j’ai donné une méthode régulière qui 
permet de trouver une transformation de contact induisant (28). 
Actuellement, i nous suffira de vérifier qu’on peut adopter pour = la 
transformation définie simplement par les relations génératrices 


(Tt) Li £0, (Y1— 7) + (ui — 3) = a? 
(en supprimant les astérisques). Suivant la méthode classique, expri- 
mons qu'on a identiquement, quels que soient dx, dy, dz, dx,, 
dy,,dz,, 

| (71 — y) (dy, — dy) + (41— 2) (ds — dz) + p(dx:— dx) 
=)(ds —pdx—qdy) +),(d3,— pida,— 9, dy); 


il viendra 


(1) Bull. Sc. Math., 2° sér., t. 64, (1940), p. 12. 


10 
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d’où 
po ae Wie SS a 
Pi P; G1—= 7) q Vi+ 9° 


’ 


en choisissant, par exemple, le radical positivement. Dans le voisinage 
de l’élément de contact (x, y, 3, p= 0, J = 0) on aura, en négligeant 
les termes en p et g devant l’unité, 

dr = dz, dy, ay -alsdx + tdy)+..., 
d’ou 
dp,—r,dx+s,[(as+...)da+(i+at+...)dy])=rdzx-+sdy, 
et de mème pour dg,. Ainsi, pour les éléments (7, s, ¢), (™1, 51, ti) 
supportés par l’élément de contact envisagé, on a 


r+ a(rt—s?) Ss b 
ry = ———_ 3 = ———> = ; 
1 + at 1 + at 1 + at 
af: : ‘ : nN 
ce qui équivaut a (28) si l’on prend aren On remarquera que la 


transformation adoptée pour + change un point M en un cercle de 
centre M, de rayon constant a, et de plan parallèle à un plan fixe. La 
transformation 0~'70 change (x, y, z) en l’ellipse 

q vi 


Li — L; (Ya — 7}? + (a+ tay, 2— Lay) =i 


22. Supposons maintenant p£ + gn =o. Pour © ~o le mouvement 
est tangent à une rotation et la normale g rencontre l’axe A ou lui 
est parallèle. Dans le premier cas on prendra M' à l'intersection de g 
et de A et l’on dirigera l’axe des x de G, perpendiculairement à g et A, 
ce qui donnera, comme tout à l'heure, p=o=€; mais on aura en 
plus n = 0 et l’on pourra écrire les formules réduites 


2 


G 
sy S355 ae 


ee 
qui sont d’ailleurs un cas particulier de (26). Si g est parallèle à A, 


on prendra M’ quelconque sur get l’axe des æ de @, dans le 
plan (g, A), d’où 


LRU 


DL = 
et 
I i 9 S;  $ m&—s? rt—s* 
—-—- ay; SSS —_—_——_ — . 
AR OT peat a t 
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Ces relations, qui servent également dans le cas d’un mouvement 
tangent à une translation, sont encore un cas particulier de (26). 


23. Les formes canoniques précédentes sont applicables uniformé- 
ment à tous les couples (S, S,) normaux à g; ils relient les deux 
tenseurs de courbure communs respectivement aux surfaces parallèles 
à 5 et aux surfaces parallèles à S, suivant une loi simple, exprimée au 
moyen d’un système de référence qui ne dépend que de g. Au 
contraire, les formules que nous allons donner seront valables pour 
des trièdres de référence &, variant en général avec S et S, ; le trièdre 
ne restera fixe que pour les couples passant par un point déterminé 
(qui pourra être quelconque) de g et se touchant suivant une courbe c 
de tangente déterminée normale à g (et pouvant être quelconque). 
Nous construirons d’ailleurs &, de façon que j, soit parallèle à la 
tangente à c. L’équation (6) devra donc se réduire à a0, ce qui 
entrainera B—o, et par suite s, —=5, t, =t, avec 

A2 
ST REE? 
_et A, étant toujours défini par (10), les formules fondamentales (9) 
s’écriront (pour £ 4 0) 


(29) ai Genie Vesa: j=. 


24. La formule (60) obtenue par Koenigs (K;, p. 142) n’est qu'un 
cas très particulier des formules précédentes. Effectivement, propo- 
sons-nous de remplacer S et S, par deux surfaces parallèles, S’, S,, 
passant par un point M’ de g choisi de telle sorte que pour le 
trièdre ®,, construit comme au n° 23 relativement à S'etS,, on ait en 
outre t— 0. Soit c’ la courbe de contact de S’ et S|. Le long dec’, à 
partir de M’, on aura sur S’, e étant un infiniment petit et k’ le vecteur- 
unité de la normale 4 S’ et S, 


: (30) dM=ej,,  dk'’=— sib, 


(31) dM dk'= 0 
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et 
(k’,dk',dM) 1 


PE), dk” 5 


car en M’ on a k'=k,. D'ailleurs, puisque B=o et t=o (les 
notations r, s, t se rapportant à S’), on a sË —p=o. Réciproquement, 
(31) et (30), entraînent (30), .ou 1—0. Qr d’après (31), M’ est le 
point central de la réglée R lieu des normales communes à S’ et S; le 
long de c’; et d’après (32) le paramètre de distribution de g sur R est 


Cela étant, les formules (29) s’écriront 


ne at 
avec 
+ 9; Ai ie ET + q. 


S 


Observons d’ailleurs que le point central peut étre déterminé a 

partir de S et S,, car S’ et S| étant parallèles à Set S,, R est aussi la 
réglée lieu des normales communes à S et S,. On a ainsi retrouvé la 
construction de G. Keenigs (*). 
25. Pratiquement, cette construction exige un calcul supplémen- 
taire : la détermination du point central, que l’on pourra effectuer 
comme il suit. Les axes i,, j, de &, ayant été menés tangentiellement 
aux lignes de courbure de S et S,, on aura pour rt fo 


i I 
De S—=10; EX 
Al 2 
R, et R, étant les rayons de courbure principaux de S, de sorte que 


les centres de courbure principaux seront les points M+R, ky, 


(1) Voici le tableau de concordance des notations (G. K.) de Koenigs avec les nôtres (R. G.) 


(G. K.) ACID OO A A’ R SEL Ry Si Ti Wi, We Uy ue vi 
(RGO ET ET 1/0 0) ht à 


D'ailleurs 7, s, t, 71, 81. 1 Se rapportent à S’ et S'. 
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M+R,k,. L’équation (6) s’écrira 


(33) (+ gRi)ra +(n—pR:)18 =o. 
Posons 

É ct gR 

(34) SU me Er 


le point central de R sera M+ a k, [voir (42), p. 148], avec 


< rett 6 
(35 “= ~~ = R, cos? + Rosin? 
) ro? + bee 1 sy Ÿ, 


et le paramètre de distribution de g sur R sera égal à 


(t—r)aB 


k= = 
rèo? + 23? 


(Ris — R;) sind cos. 


Pour { — o on trouverait aussitôt 


a+ ER, pesripnPan. xis 
F ar Pr 

Mais, pratiquement, le choix du point central ne présente aucun 
intérêt particulier qui puisse justifier ces calculs. On peut même 
ajouter que dans certains cas l'adoption du point central comme origine 
de %, peut conduire à des complications qui rendent inapplicable la 
méthode de G. Kenigs. En effet, en procédant comme au n° 21, on 
trouve pour la surface S’ parallèle à S et menée par le point 
M= M + ak, (l’axei, perpendiculaire à ga une direction quelconque, 

et 7’, s’, sont évalués en M’) : 

r—acrt—s?) 
S 


foire 


t— a(rt—s*) 


EEE ———— 
1—a(r+t)+@(ri—s*) 


Si i, est tangent à une ligne de courbure de S, s =o et 7’, s’ sont indé- 
terminées pour at = 1, tandis que ?’ devient infini; une circonstance 
analogue se produit pour ar— 1 : ce sont les cas où le point central 
de g coincide avec un centre de courbure principal de S. Or d'après 


1C* 
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(35) ceci exige, pour r#<o : soit R,—R,, soit sin Y— o, soit 
cos Vo. Mais d’après (34) cos) =o entraîne n—pR; =o ou 
B=o : on est donc dans un cas où l’on peut écrire d'emblée la 
formule réduite (29) sans avoir à modifier le trièdre de coordonnées 
adopté au début. De même, dans le cas de l’ombilic (R, =R,), du 
point parabolique t= o (ou r=o) on aura encore a—R, (ou R,). 
Enfin si r= 0=¢t=(s), c’est-à-dire si M est un point méplat, le point 
central devient complètement indéterminé. 

Or dans tous ces cas les formules fondamentales (18) ou (29) 
restent applicables au point initial; les formules (S) permettent en 
outre de calculer 7, s,, ¢, pour la surface S, passant par le point 
central, même dans le cas où 7”, s’, t’ se présentent sous forme de 
fractions à numérateurs non tous nuls et à dénominateurs nuls : on 
sort ainsi de la difficulté soulevée par la méthode de G. Keenigs. 


26. Si l’on reytent aux notations; X, Y,Z, Tel X,,%,,24,, Le 
du n° 13, on voit que les valeurs de 7, s, 4, r,, s,, t, correspondant aux 
formules de Kœnigs satisfont aux relations 


X,_% LT, _ Us 


(38) xo Agi Sou 

avec T, =o=T. Plus généralement, nous allons chercher tous les cas 
où les formules fondamentales entrainent les trois relations que l’on 
déduit de 

a nee ee a 

3 ih. De St eee eet 

(97) Nate Lo nt 


par la suppression de l'un des rapports (et vérifient XU — YT +7 —o). 
Considérons, par exemple, le système (36), et désignons par A la 
valeur commune des rapports; (36) équivaudra au système 


(38) X,— 0, Z,—= 0, A0; U,=0, 


les symboles X,,..., U, désignant des formes linéaires en X, Z, T, U 
qui se déduisent des formes X,,..., U, du n° 13 [formules (S)] 
moyennant la substitution de ¢’—a ©. Or en vertu de la propriété des 
mouvements inverses (n° 14), les équations (38) admettent en X,..., U 
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une solution bien déterminée. à un multiplicateur près, si À; et 
l’on obtient une telle solution en remplaçant dans les formes (S) les 
variables X, Z, T et U par o, et 7 par — +2. Pour { ZX, la 
solution de (38) est donc 

Y Z fh iP 
ee ee De tp 


on à AU — YT+Z?= 0, et l’on retrouve bien les données de Koœnigs 


Supposons À =’. Des équations T, = Ê'T, U, —C'U on tire X et Y 
(pour po); les valeurs obtenues satisfont à X, —?7X, Z, — 77. 
ainsi d’ailleurs qu’à Y, —T'Y; on aura donc r, =r, s,—5, 1, —t: 
c’est le cas de l’osculation, solution qu’on ee prévoir a priort. Si 
Sa Eu et €=40, la relation U,=CU entraine Z,—CZ et. 
T,=CT; de X,=C’X on tire alors Y, =2’Y et la conclusion reste 
la même. Pour PERTE, Om rerouye’ PS Nr et =o, 
Si p=o=g, on trouve, soit r-—s* 50 et alors 
lation), soit pour rt — s°> =o 


== 0 — vat Oscu- 


Remarquons que dans ce dernier cas, ou bien g rencontre l'axe 

, 3 : 

instantané A ee tangent à une rotation ). ou bien = est tangent à 
on 5 


une translation. 
On traiterait de même les systèmes déduits de (37) par la 


; 5 vi 
suppression d'un rapport autre que v- Dans tous les cas, on trouvera 


que les systèmes obtenus sont vérifiés si S et S, sont osculatrices. 
Cette solution banale écartée, on aboutira aux résultats suivants [ où z 
désigne la valeur commune des rapports (37) |. 


1: x <È. 1° Les équations 


wD 
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sont vérifiées pour 


(EX T0, Ne LE; RÉ U=i—£+pn—g: 


et l’on a d’ailleurs 


S admet une singularité avec r, s, t, 7¢ —s* infinis, mais de rapports 
mutuels déterminés, la même circonstance se produisant pour’s, ; et. 
en particulier, le cas se présente si S et S, se réduisent à deux 
courbes. Nous y reviendrons. 

2° Les équations 


sont vérilites pour 


(6) X=Xx-E— pn+ gi, YS NL Pa Es EP he Ses 


Set S, se touchent en un point qui est parabolique pour ces deux 
surfaces, et, en particulier, le cas se présente si S et S, sont deux 
développables tangentes suivant une génératrice. Nous y reviendrons. 


F 
ss. 


L 


La suppression de ne donne rien (car elle entraine À —T'). 


Il: À = 7. On trouve les systèmes suivants : 


ft Pourée0 ho 0G 


Ne Ore a =— = Ci: U, = — pY —2pqZ — GT + 6 Ni 


Set 5, admettent une singularité de la même nature que précé- 


ce 


, ba \ d \ 
demment (J, 1°) ou se réduisent à des courbes; — est tangent à une 
. ë 3 
rotation; g coupe l’axe A. 
2") Pon p= Osaig Us 0: 
vei St.) Se eee econ ates 
== hema Win yy = 7 aes X,= EX + 2? = 9242 4-977, 
an oval + na à QC à . c Ne G = x 
Mémes circonstances que plus haut (I, 2°); — est tangent a une 


rotation (g étant parallèle à A) ou à une translation. 
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a 
I 


DEUXIÈME PARTIE. 


APPLICATIONS. 


I. — Variation de la loi des courbures (surfaces). 


27. Nous avons vu que, dans l’espace comme dans le plan, la loi 
des courbures s'exprime par des homographies valables chacune pour 
une droite g (normale à la vitesse d'entrainement de l’un quelconque 
de ses points). Mais dans le plan la formule de Savary montre en outre 
comment varie la relation d'homographie quand g tourne autour du 
centre instantané. Dans l'espace peut-on donner un résultat analogue 
quand g varie dans le complexe linéaire © des normales aux trajec- 
toires? Afin de répondre à la question nous allons montrer d’abord 
comment on peut évaluer géométriquement ?’ pour une droite quel- 
conque de ©. Auparavant, nous rappellerons des résultats relatifs à la 
courbure des surfaces réglées non cylindriques, résultats que nous 
utiliserons d’ailleurs a diverses reprises. 


28. Désignons (') par A, une génératrice d’une surface réglée &,. 
par H, un vecteur-unité de A,, et supposons que £, ne soit pas un 
cylindre. L’extrémité du vecteur H, mené par un point fixe O décrif 
l'indicatrice sphérique y de X,; soient « Pare de y et T, le vecteur- 
unité de la tangente à y; posons G,=—H,/\T,. Nous aurons les 
formules de Frenet sphériques pour y : 


ats = G, we H.. 
de On 
» AG, 2 7 
& NN 
(90) AG 2 
dH, 
eee Pl ye 
ds t 
(1) L'indice o dans les notations actuelles Aj, Hy, Ty, G,,... a pour but d'éviter toute 


confusion entre la signification actuelle de ces lettres et celle que nous donnerons uité 
rieurement à A, H, T, G.... 
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cy, —tangy, désigne le rayon de courbure géodésique de y sur la 
sphère, et 9, son rayon de courbure sphérique. 

Cela étant, la réglée XZ, sera définie par la donnée d’une courbe 
directrice €, lieu d’un point M(¢) pris arbitrairement sur la géné- 
ratrice variable A,(+); et en dérivant sur € il viendra 


(40) a“ = aT + lo Go + oH. 
av 


Le point central de la génératrice est 
(4t) MeSH} 
et l’on a d’ailleurs 


dH, dM | 


(42) iar oer | CRE. 


le paramètre de distribution de la génératrice a pour valeur 


(H,, dH,. dM) 
es EN) 


(43) An 
En particulier si € est la ligne de striction, M=I, a=o et 


(44) C= hipitouMee 


V étant l’angle sous lequel la ligne de striction coupe A, (cet angle est 
évalué dans le sens direct pour un observateur dirigé suivant T,). 

Le triedre I, T, G, Hy sera dit le trvédre central de X, relatif à A,. 

Un point quelconque de la génératrice A, peut être représenté par 


(Gia) P=M + uw, Hy. 
u, étant son abscisse sur A, à partir de M. On aura sur =: 
(46) dP = H, du + [(«,—a) Ty+ hy Gyo + Hy cae 


Si M coincide avec le point central, on écrira plus simplement avec 
U=U, — a: 


(Hi PI, + «Ho, 
(48) dP =H, du + Cals t hy Got C5 3 ds. 
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Définissons un angle « par les formules 


sin > cos % 1 ——— 
== = (b=\Vw+ KE), 
u ie b 


(49) — 


et posons 
(50) TT cos Gin. 
( So—=—T, sin x + G, cos; 
le vecteur g, est dans le plan tangent aX, cn M; t, —g, AH, sera 
normal aX, en M et nous pourrons considérer g,, H,, t, comme les 
vecteurs-unites respectifs d’un triédre trirectangle direct MX, MY, 
MZ dont l’axe MZ est normal aS, en M. 

Soit Z= F(X, Y) l’équation de Ÿ, par rapport à ce triédre; nous 
allons calculer les dérivées secondes de F au point M. Ona, d’après 
(48), (49) et (Bo), : 


dP — H, du + (bgy-+ co) ds, 


soit 
(51) dP =g dX + H, dY, 
avec 
AND ANT Cr AN, 
d'où 
PAR. Diy ends Pant dX 
FOUT UE pet a 


Différentions dP; il viendra 


to HAL: 85) ax (ts dE, ) d\ ; 


mais d’après (39) et (50), 
to dg, = — ee — dz, is dH, = cosz Bhs 


00 


d'autre part, d’après (49) : 
dh, 


dy 


DRE uk, dv — ky du _ the AX + 


D? Fa Ma yr NOY) ys, 


/ 
D 


On aura donc 


a ie men aN) dt aX AV. 
dé x yin 


) 


1 ed 


boy b 
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d'où pour les dérivées cherchées, 7, 59 ly : 


. 


. A a= ke 3 
(G29) DU —= T + uh) + lence OF Ses TI 
F0 


29. Abordons maintenant le calcul de ?. Supposons d’abord qu'à 


« A , © Z r 
l'instant envisagé le mouvement — ne soit pas tangent à une trans- 


lation et que les axoides =, Ÿ, ne soient pas des cylindres. Adoptons 
les notations I, T, G, H, 4, pour la génératrice A de Ÿ qui est l’axe 
instantané; ces notations resteront d’ailleurs valables sur Ÿ,; enfin, 
le coefficient c, sera désigné parc, ou c; suivant que A sera considérée 
comme appartenant aX ou à X,. 

Cela étant, on peut écrire pour la vitesse d’un point M de & 


V(M)=o0(H A M—1)+ V.(1)=o0(H À M— 1) + ohH. 


wH désignant la rotation instantanée et A le pas réduit instantané 


re 
de —- On en tire: 


©, 


~ 


jo 


= V(M) 4+ A 
avec 
ANR MS WIHA(4G+c,H) [+ oh + 5 WAT; 


on a posé d’ailleurs : 


do) de ) dh 
aah 1 Von 


(51 ) D — 


les trois dérivées étant calculées à l’instant envisagé, ¢,. On en déduit 


(yey) A=oW|(TAM I)+(h+hk)T- wl. 


7 | (M) 


Or nous avons posé ©? = = le la dérivée étant calculée en 
t, (n°8); d’après (1) et (53) on aura donc 


(56) c= Ak. 


En vertu de (55) et (56), C est le moment résultant par rapport à g 


d'un certain système de vecteurs glissants, et l'on vérifie bien que Î'ne 
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dépend que de g (n° 20). Les droites satisfaisant à ? =o constituent le 
complexe auxiliaire £’ de Keenigs (K,, p. 41); la congruence linéaire 
intersection des complexes £ et £' est le lieu des droites vérifiant 
C=o=’, et que nous appellerons normales singulières (normales 
stationnaires de G. Koenigs, K,, p. 37). - 

Supposons maintenant que les axoides © et %, soient deux 
cylindres. Nous désignerons par I la trace de l'axe instantané A sur 
un plan quelconque II,, lié à &, et choisi une fois pour toutes, normal 
aux génératrices de Y et *,. On trouvera actuellement que (56) reste 
encore valable, mais avec 


dl 
G— o( H /\ dt | + AE. 


H étant toujours le vecteur unité de A. Or 


Ci ‘dal 
(ez = ez k= FR HE 
nous poserons 


en = Wo DT (4H T6: 
ainsi 
(5%) A=»(— W,G +/'H). 


Enfin, supposons — tangent à une translation en l'instant ¢,; nous 
©, 


écrirons, O étant un point lié à &, choisi une fois pour toutes, etc étant 
quelconque 
V(M, 4) =V, (4) + @(4) AM—O, 


V, désignant la vitesse de O ; d’où, en @, : 


AN AN 
—— == 1 NEED; 
( dt ii ( dt + 1 


On pourra donc conserver encore (56) à condition de prendre 


= es =) y en 
(58) Ae SE Joma sit O 


et dans les deux derniers cas A est encore le moment résultant par 
rapport à g d’un certain système de vecteurs glissants. 
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30. Ces préliminaires établis, nous distinguerons, pour établir les 
formules réduites les différents cas suivants : 


1° Le mouvement — possède en {, un axe instantané A : 
G, 


/ 


\x& he/réncontré! pas ASH PRESSE 


> rencontre À orthogonalement...... 


Les axoïdes sont quelconques ) 
exo) 


NE 0 
| g ne rencontre Das, 2. "CRE 


Les axoïdes sont cylindriques 
| 4 rencontre A orthogonalement...:.. 


(oe reneontre Ar SLT cpio eer 


Les axoïdes sont quelconques Poh 
| g est parallele.a Avvs 48.5.4 eee 


a= Oe hi! : A 
ig At y rencontre: A ca... 2225 CENTRE 
| Les axoides sont cylindriques | à 


3% Le. mouvement est. tangent une translaliontAere RME RE RP RER 


Nous n’envisagerons pas le cas où h=o/V’. D'ailleurs, dans tout 
ce qui suit, le point de contact de S et S, sera désigné par M. Ce point 
est choisi sur g comme il est indiqué dans chaque cas, ce qui 
n'implique d’ailleurs aucune restriction (n° 20). 


> 


31. Cas 1. — Désignons par M et J les intersections respectives de g 


Fig. 3. 


et A avec leur perpendiculaire commune; et soient a, y, 3 les coor- 
données de M par rapport au trièdre central des axoides; on a ainsi 


M=I+2T+)G+:H 


et d'après (55), (56) 


(56) pu Wk|(h+A)T—:G+ (+ we! 
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Nous introduisons les notations suivantes, dont nous nous servirons 
constamment dans la suite. Nous poserons 


(60) æ—dcost, = dsinh; 


pour l'étude d’une droite g particulière on pourra prendre d > 0, 
quitte à attribuer un signe à d si g varie par continuité. L'orientation 
du trièdre & (M, i, j,k) du n° 8 par rapport au trièdre central sera 
définie par le tableau de cosinus. 


1 j k 
T | cost | —sindcos) | — sind sin) 
(61) / 2 
G | sind cosv cos) cos sin () 
H oO == Si) cos) 
| 
Orona 


V.(M)=o0(H \ M—1)4+ ohH=o(2G—)jyT+hH). 
soit, d’après (60) et (61), 
V.(M) =a (dcos) — hsin0)j + (d sin) + A cosÜ)k; 
donc, en vertu de (1) 
(62) d'sin0 + À cosÿ =o. 
ce qui définit 0 à un multiple de + près. Nous poserons pour simplifier 
l'écriture 


sin)  cosb 1 , == 
= ca es he m7) 
(63) = T7 =] (l= Wh? + &); 


nous aurons ainsi 


= 0, NO, P — 9; T——0 sin). 


Enfin, d’après (59) et (61), 


À h' l 
(64) E=wW|—(h+k)sin0 sind — z sind cosy + (> + w) cos 0) 


On peut ainsi expliciter completement les formules (26) connaissant 
les coordonnées z, d, qui définissent g dans le complexe #, ainsi que 
Ann. Ec. Norm.. (3), LVII. — Fasc. 3. 19 
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les éléments cinématiques © et W; rappelons d’ailleurs la formule de 
Poinsot (') (qu’on obtient en appliquant à T ou G le théorème de la 
composition des vitesses ) 

= 6) i 1 
(65) Wine 
2, et c,, désignant les rayons de courbure-géodésiques des images 
sphériques de X, et £. On trouvera ainsi 


Ae i I mn 1 \ Ihe 
(66) ae =(-- + 
el (hit) si1n ein d —ssin) cos) + (> a= ) cos 


et deux autres formules analogues. 


: : st US 
Le second membre de (66) contient la dérivée w 0 
déjà des éléments du second ordre des axoides. Car, en appliquant a I 
le théorème de la composition des vitesses et en utilisant (40) 


(pour a— 0), on trouve 


dh ; 
ur; OT h dépend 


(67) RS =cC—-c 


posons, conformément à (44), 


(68) Cp — AcotV,, Gr k colV pn, 


et utilisons (65); il viendra (*), avec ¢,= tgs, On = teen 


h__ cotVs—cotV,, 


hk Cot pp — COL Pm 


Or k, V;, V,, sont des éléments différentiels du premier ordre, ete, 
cm des éléments différentiels du deuxième ordre (relativement aux 
variations de M et de H). La formule (66) introduit donc des éléments 
différentiels du troisième ordre; ainsi, on ne peut obtenir, dans le cas 
de l’espace, une formule aussi simple que celle de Savary pour le plan. 

Utilisant une remarque faite pour ¢ (n° 29), on peut simplifier 


(1) Théorie nouvelle de la rotation des corps, Paris, Bachelier, 1851, p. 22. 

(2) Cette formule remarquable a été obtenue par M. J. Haag, Journ. de Math. pures et 
appl., 6° série, t. 6, 1910, p. 347. Indépendamment de lui, G. Kœnigs avait donné une 
formule équivalente [Ki, p. 105, form. (98)]. 
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l'écriture de la manière suivante. Considérons le système de vecteurs 
: à ; h’ 
glissants dont l’axe central est la droite y + Ww —0—: et dont le 


moment résultant central est (A+ Æ)T. Soit G le moment résultant 
de ce système par rapport à g (orientée suivant k); on pourra rem- 
placer (66) et ses analogues par 


I I PRET L\ 2 
test Le = FA et le 
A / Pr Pm JG 
$ s I 1 \ /sin§9 
69) ag =e 2 = ( _ ee 
; l € PS a) G À 
lili — s? LES ( ] I ) sin? () 
a t à Pr Pm G 


Si to on modifiera ces formules comme ila été dit au n° 20. Le 
cas d’une normale singulière (?! = o ou Go) a d’ailleurs été étudié 
au n° 10. 


32. Cas II. — Les axes étant définis comme pour le cas I, on peut 
conserver le tableau (61), avec 0 = — 2, pour obtenir j =H. Il viendra 
= W[(h+ k) sind + z cos]. 


Actuellement /’ a disparu, et l’on a /=A d’après (63). Comme au 
n° 28, introduisons la normale aux axoides en M 


t= Tcosa+ Gsing, 


2 étant défini par les formules (49) dans lesquelles on fait w= =; le 


x} 


5 


Fig. 4. 
vecteur-unité ÿ du trièdre , coincidant avec H, on pourra appliquer 


mon 
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les formules du n° 28 (avec u ==): 


k sin® + 3 cosb = b sin(d — a) = btk: 


on aura alors, pour t+ 0, 


1 I 1 I h 
les i) a + bsin(d — a) 


et deux autres formules analogues. Sit =o, ilviendras, =5,¢,=t=o0, 
avec 


ric 1 [es (his =)? 
a fe DS DT eee a 
A titre de vérification, appliquons cette dernière formule aux axoides 
: Tt 
eux-mêmes. Identifiant t et k,on trouve La + =; 
hk ae b A 
b 


h sind + bsin(d — x) = h cosa + b — 


JR + (Bee NE k . . 
d’ailleurs pour ¥ la dérivée seconde s (ou s,,) = p= les indices f 


et mse rapportant ici, comme plus loin aX, et aX; on aura donc 


( I t \ hk + D 
i lin — SAS FRET TR 2 
ry ! ey, Om bs 


Or on tire de (52) 


( } ie a i ah 
a Sh eee y? ae (een Mee ara Neal ——= Calis 
(727 l'in) or D ) b D3 cy ) 


formule qui coincide bien avec la précédente, en vertu de (67) et (65). 
Cas HT. — Par rapport au trièdre ITGH défini au n° 29 on adoptera 
pour repérer g les mêmes notations sz, d, 4, 0 que dans le cas I. 


D'après (57) on pourra donc conserver les formules (69), mais en 
remplaçant le produit 


(+ - Sp eee PA fi ni I 1 
Op De CR ed h' ) 


cosŸ sin — Te cos) 


Ry et R,, sont les rayons de courbure des intersections des axoides 
par le plan II,, estimés suivant G. 
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Cas IV. — On conserve pour le triédre précédent les notations de IL, 


T 7 X . 
d=o, §=— a on aura C= wW, cosy, d’où par exemple, si t=<o 
I RUE ( I I ) he 

t, ti 2 R, Ry, cos) 


mi f= 0, on aura't, = 0, 5) set 

( I I Lee 
A PR METTRE CR 
Re, 


r = 
Ry cos d 


Cette formule se vérifie aussitôt pour les axoïdes, puisque k — G donne 


CosŸ—— 71. 


33. Cas V. — Nous définirons toujours les vecteurs-unitési, j, kde @,, 
relativement à | TGH par le tableau (61), mais cette fois on a À — 0, 


Fig. 5. 
d=o=y, et 8 peut être quelconque. Dès lors 7 =0, g = — w sin? et 
c’—=— » W(scosl+ Ksiny) sin 9, 
soit | 
e'—= — w Whsin(d — ~) sind, 


en introduisant toujours pour le point M de A les notations « et 6 du 
n° 28 (avec u — 5). Ainsi (n° 22) dans tous les cas (1 0 ou t=0) on 
ie =, di tel 

A sin) 

ey bsin(Ÿ — x) 


(50) li 


158 RENÉ GARNIER. 


Cette formule. entraine des conséquences remarquables. La section 
de S par le plan Y —o a pour centre de courbure le point 


p=M+'k=M+ (sin) + Heos)) 
à 
avec 
(41) 1=— Tsind + Geosy; 


sa projection sur la droite g’ menée par M et de vecteur-unité 1 est 


donc le point 
eS M = R’1 


avec 
fy = sing 
= 
Posant de même 
. sin () 
hi == 9 
ry 
on peut écrire (70) 
I I ( 1 r= I 
=) — — NN) SS 
re Fe R' oy Om ) bsin(Ÿ —— a) 
Or sil coincide avec la normale 
(50); (=P cosa-- G sing 
aux axoides en M, ona, d’après (71) et (bo), : Ÿ =a — =; les centres 


2 
de courbure des sections I’, et I” des axoides par le plan Il normal à A 
en M sont donc les points 


br=M+R;t, Um= M -- R,,t 
avec 


I 1 (haf i I 
53 Se 2 2. £3 se 
) R; Rey b Ley a ) 2 


résultat quis’accorde bien avec (52), puisque pourh =o onac,=c,,. 
Posons alors 
cosy = It =sin(a — 4) 
CON 7) seerira | 
(26) I I =| 1 I 1 
x Ry RR; Ry cose 


où 9 est l'angle des vecteurs-unités, t et 1, des axes sur lesquels sont 
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situés les centres de courbure u,, u,, et u, w. En définitive, dans le 
cas du roulement la loi des courbures présente un caractére trés simple 
et très général. Les égalités s,—5, ¢, == t montrent que les indicatrices 
de S et S,, sont bitangentes suivant la droite X = 0, intersection du plan 
tangent commun par le plan Il" contenant g et A (on a d’ailleurs B= 0; 
n° 11); pour achever de déterminer l’indicatrice de S, connaissant 
celle de S, il suffira d'écrire que les points u. et u., centres de courbure 
des sections de S et S, par le plan normal à IT” mené par g, se corres- 
 pondent dans une homographie qui ne dépend que de g (et non deS); 
cette homographie se projette précisément sur le plan I suivant l’homo- 
graphie classique de Savary qui serait déterminée sur la projection g' 
de g par le roulement de I" sur F”,. 


34. Cas VI. — Prenons pour point M l'intersection de la droite £ 
par le plan normal à A mené par I. Construisons le trièdre MNYZ 


de vecteurs-unités 


i= Tcosl + Gsiny. ae Wel k—H, 
et soit 
M=1+ 4(T cost -+ G sind) =1 + di. 


Il viendra 


0: OU, PE, Gia, '=wWdsing 


et pour {< 0: 
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Si{— 0, on écrira : 


fy I ds? 
: D — - = - ‘ SSS (= =i 
a leg sit 4 
Cas Vil. — Les notations I, T, G, H, W, étant définies comme 


pour III et les axes étant ceux de V, on a actuellement 


c= — » W, cos sind) 


et pourt40 ou =00n a les équations s,=s, 1, —=tet 


6 sind 
(ed) D a ——: 
é W, cost 


Le théorème donné dans le cas V pour les projections w et u’ des 
centres de courbure uv, et sur un plan 7’ normal à A en M reste 
valable : 1'et11, se correspondent dans Vhomographie classique de Savary 
relative aux sections droites des axoides. Observons d’ailleurs que le 
cas actuel comprend lui-même comme cas particulier le problème 
analogue de la cinématique plane : il suffit de supposer que S et S, 
sont des cylindres, de génératrices parallèles à A. La droite g rencontre 
alors A à angle droit; et pour les sections planes de S, S,, X, €, par un 
plan Il’ perpendiculaire à A le problème se réduit au problème 
classique de Savary. 


Cas VIT. — En reprenant les axes du cas VI, on voit que 


=a) NN GK 


Le cas est singulier : pour 40, on à r,—r 5) $= 0== 0,5 pour 
t—0,7r,.5,,t, sont indéterminés. 
39. Cas IX. — Supposons d’abord w'54 0. Le système de vecteurs 


glissants dont le moment résultant en M est donné par (58) admet un 
axe central A’. Prenons pour & un trièdre dont le sommet O est un 
point de cet axe et dont l’axe des 3 est parallèle au vecteur V (M) 
(indépendant de M et égal à V,); son axe des y sera pris normal à A’ 
et à V,: en général il sera bien déterminé; les vecteurs-unités de Ow, 
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Oy, Oz seront désignés par i,, j,, k,. Toutes les droites g seront 
parallèles au plan des xy; l’une quelconque d’entre elles sera définie 


par les coordonnées semi-polaires d, 4, z du pied K sur g de la per- 
pendiculaire commune JK à Oz et à g. Soient alors 


w’ = w' (ip cosB + K,sinB), 


(7) = x(icos6 + k,sinB), 


G 


les axes de G, seront définis en direction, et quel que soit le point M 
sur g par le tableau | 


1 | À k 
i, | cosy | o | sing 
Jo sin Ÿ 0 — cos 
k, 9 I 0 


On aura bien £ =o, n étant égal à la mesure V, de V, sur son support, 
orienté par k, =j, et d’après (56), (58) et (26) il viendra 


I wa. V5 

4 ¢ xcosB sing — w'(dsinB — : cos cost) 
Se 5 lil —si  rt—s? 
dite REDON 


Ces formules continueraient à être valables si w'—0:<x, et alors 


le point O pourrait être choisi arbitrairement dans l’espace. En ce cas, 
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si xcos3 =o, toute droite g est singulière. Réciproquement, on véri- 
fiera sans peine que ce cas est le seul où les complexes £ et £’ puissent 
coincider. 


36. Montrons que le cas IX n'est qu'un cas-limite des cas antérieurs. 
Supposons d’abord que = et Z, ne soient pas des cylindres, et que, 
pour une certaine valeur ¢, de », | et A soient rejetés à l’infini. Posons 
»—,—=c et bornons-nous au cas le plus simple où la ligne de stric- 
tion de & est définie dans & par un développement 


(76) [=O+2+eb+..., 
les vecteurs a, b, ... étant indépendants de €. On aura d’après (39) 
G=G— Ti... H=H,+ET, +... 
0 


En vertu de (76) et de (40) (où M=I et a— 0), on devra prendre 


; k Cc Cc 
Ks eee ee, eS ye tH +t... 
=: € =e € 


et l’on aura, en identifiant les deux expressions de ee résultant de (40) 
et de (76), 
ea ky Go + CE), 


k 
Le = + ¢)To+ ka Go + ¢,H), 
"a \ Po 
d’où 
ky = 40: Co— —* 
Posons enfin 
© — © H — (Eu + wot. . 1) (Hy + ET, +. . on 
log 


1e € 


~+hy,+...; 
€ 


il viendra, pour M indépendant de «, 
V(M)=ho+(oAM—I)=A,+¢A,+... 

avec 

A, = hw, Hy) — © ko Ty, 

A, = (hyo, — ko) To — 


kyo, 


Got (how: + hi on + ko) + w,H, AM—O: 


U 


EXTENSION DE LA FORMULE DE SAVARY. 163 


A, est la vitesse d'entrainement commune V,, et A, n’est autre que 
le quotient de (58) par W. 

L'analyse précédente doit être modifiée dans le cas où Yet X, sont 
des cylindres, car ¢ reste alors constamment nul. Bornons-nous au 
cas VII du roulement. Posons ¢ — t, = 7; soit O tel que 


1=0+24cb+..., 
et soit 


VOM)= (our + axe? +...) HA (M—O-2—.. ) 
=— o,(H À a)+7t[o,(H À M— O0) —-w,(H A a)]. 


Ainsi, pour @, +40, on devra avoir (k, H, a) =o. Choisissons & d’ori- 
gine O de telle sorte que a= ai,, H=k,; on pourra prendre 


K—1;, j == Jy donc i=—k;; 
et il viendra pour les coordonnées de | 


a 
Poh pa ONS ps Vi Oat ieee 


de sorte que O est sur l’asymptote de la section droite roulante I, 


Fig. 8. 


et k sera parallèle a cette droite. Soit M=O-+ vi, + yjy; ona 
o,(H JN M = O) LE ®.(H Â a) — 04 (Ljo— Yo) “= @2AJo; 


d’où 
= — Oo a 
. . ’ 
D'ailleurs 7 = — w,(j, H, a) =— aw, et l'on aura 
I I @, a Sy So. ide Sy Th St 
——-—=— — avec en : 
ee: y Bowe bs t 
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La première équation est une dégénérescence de la formule clas- 
sique de Savary; la construction de Bobillier correspondante a été 


donnée par M. Raoul Bricard ('). 
Nous traiterons enfin le cas où I’, a une branche parabolique telle 


que 


neue en avec D = WoT? + DT +. . 
2 
Il viendra 
2 a b 
V = (os Pot os ) EE MO CT 


— — 6» (H / a) —t[o.(H Ab) +;(H A a)]. 


Conservant pour a, b, i, j, k les notations antérieures, on trouvera 


n°  W2@° 

CO 
Dans un plan perpendiculaire à k,, on passe du centre de courbure 
d’une courbe (plane) liée à & au centre de courbure conjugué au 


moyen d’une translation parallèle à iy. 


. 


37. Les résultats établis aux n° 31-35 s'appliquent en particulier à 
l’étude de la courbure des surfaces S, lLeux des positions des courbes C 
liées à G. On choisira parmi les normales à C en un point donné P 
celle qui appartient à £ et l’on remplacera C par la surface parallèle 
passant par le point M adopté sur g dans chacun des cas précédents. 
D'ailleurs, si M coincidait avec P, il n’y aurait aucune difficulté, les 
quantités & '(— 0), st! et (rt—,s*)t~' restant finies sur C (n° 18) et 
aisément calculables. Si toutes les normales à C en P appartiennent 
à ©,S, aura en général une singularité, et si le fait se produit quel que 
soit ¢, les positions de C admettront une enveloppe C, qui sera en 
général une courbe singulière de S,. Nous allons étudier ce cas dans 
un instant. Enfin, si à l’instant ¢, toutes les normales à C en chacun 
de ses points appartiennent à #, C est une hélice; et ce sera, en 
général, une courbe singulière de oh d’ailleurs, si ce fait se produisait 


quel que soit 4, le mouvement = serait hélicoïdal et S, se réduirait 
aussi à une hélice. 


) Raout Bricarp, Lecons de Cinémutique, t. 1, Paris Gauthier-Villars, 1926, p. 219. 
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II. — Variation de la loi des courbures (courbes). 


38. En recherchant des cas de simplification pour les formules 
fondamentales (n° 26), nous avons obtenu deux cas particuliers : celui 
des courbes C douées d’enveloppes C,, et celui des développables. 
Nous allons examiner successivement ces deux cas. Nous commen- 
cerons par celui des courbes, et nous allons voir que les formules 
fondamentales fournissent les éléments du second ordre de C,, par 
exemple, en fonction de ceux de C. 

Indiquons d’abord la méthode et les notations que nous emploierons, 
uniformément, dans tous les cas de figure. Nous introduirons deux 
triédres &,, G ayant leur sommet en un point de contact m(t) de C 
et C, et nous affecterons d’un astérisque les notations se rapportant 
à &,. Les axes my,, my; seront tangents a C et C, et auront le même 
sens; le vecteur V.(m) les admettra donc pour support, et l’on aura 
& —o=— £*. Dans chacun des cas que nous examinerons, le trièdre &, 
sera bien défini et & s’en déduira par les formules 


1—1 Costa — SN. kein sina cos ar 
où & est un angle variable, que l’on pourra choisir à volonté, de sorte 
que G* dépendra d’un paramètre arbitraire. Les notations e* ete; ayant 


pour C, C, et mz* la même signification que e au n° 18 pour C et Ms, 


les points 
L—=m-+e*k’*, ame k 


appartiendront aux axes de courbure D et D, de C et C,; leurs coor- 
données 


Lee Siw sp — € 1 COST et Lyi — €, SINW, 41 =—C, COS, 
par rapport aux axes ma,, m3, de &,, vérifieront donc deux relations 
C9) So hat, Zn = Mo + V1, 


où À, v, A,, v, sont indépendants de a, et l’on aura 


y Vi 


— ne Tas VTT Pi aL i Ion TU 
140) 4 cosm + AsinD 17 cosw + A, sinw 
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* 


Or dans chaque cas nous établirons une relation (R) entre e’, e; 
et &; remplaçant dans cette relation e* et e; par leurs valeurs (78) et 
écrivant que l'équation obtenue est vérifiée quel que soit &, nous 
aurons les relations cherchées entre les axes de courbure de C et C,. 

Dès maintenant nous allons établir une formule générale qui 
donnera dans chaque cas particulier la relation (R) correspon- 
dante. D’après les résultats des n® 18, 19, où l’on doit prendre 


T 4 “ Tr r, r 
actuellement => les variables homogènes X,.Y, Z, T, U, 


ok 


relatives à C et &, ont les valeurs 0, 1, 0, 0, (e")~', ce qui vérifie 
les relations (x) du n° 26; de même, le quotient 7,:(7,t,— 57), ou 
Y,:U, relatif à C, et G* est égal a e;. Les formules (S) donnent 
alors aussitôt : 


(i 


? (¢’— p*n)e*+ n° 
i xO Ok . 


pe =e er) 
Si p’ +0, on remplacera cette relation par 


cing BUR wear me Ne 
(79) p'ei—n pe—n =e (Qté 


et sip°— 0, elle se réduit à 


(80) Crema iy 


Cela étant, nous allons distinguer les différents cas auquels nous 
avons fait allusion. 


9 
C 


1° Le mouvement = possède un axe instantané A : 
a 


Cas 
Axoïdes quelconques cu Er ae è 
r oie 
Feo Mae ee hee a ET 
Axoides cylindriques at Ae KS sur A: oF 
SUSUIEAC eee 
Le m n'est pas sur A... V 
h =o, RS ANSE PACS SUR 5 o Saas VI 
R==0: È : 
: Axoides cylindriques } ss a mt a suri ae oe 
THE CStAStIL Aone oe 


2° Le mouvement — est tangent a une translation......... IX 
&, £ aes 
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39. Cas I. — Le point m est nécessairement le pied sur my, 
de la perpendiculaire commune Jm à cet axe et à A. Reprenons 
alors les notations du n° 31 relatives à &,, m jouant le rôle de M, 
et ma, étant dirigé suivant Jm, Jig. 9 (ou JM, fig. 3); f= deosu, 
y=dsin¥ seront les coordonnées de m par rapport au triédre 
central; nous aurons ainsi 7 = wl, 


© = oH = w/[—jsin§ + (i* sino + k* cosv) cos) |, 


d'où p" = w cos sina, tandis que le vecteur A s'écrit 
(81) A=oW(Ei+ E’j + Fk) 


avec 
E=(h+k)cosy — s sin, 
2 , ; h' 
(82) F=—[(h+k) sind + = cosh] sing + (y+ SEL 


et E/ étant un scalaire qui n'interviendra pas; on aura donc 


(83) c*—wW(— Esino + Fcoss). 


Or, en vertu de (63) p ne peut être nul actuellement; les 
valeurs (78) introduites dans (79) donneront donc l’équation (R) 


cherchée 
DASE IN NEA Sek cos 
pp cos0 Lx Et oo h  WEZFX’ 


où l’on a posé X=cotgo. Or une telle identité en X entraine 


les relations 


D) E 
(84) cos = 1(R +2), vs cost=l( B+): 


les poles des trois fractions sont alors égaux et l’identité se réduit 


à la relation 
o lcosi 


D'après (77), le point N commun à D et D, a pour coordonnées 


VENT, Avi — vs, 
Q=— ——) =) = ——— ; 


pai, 
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en vertu de (84) il viendra donc 


MR aE NR ME Val Ey be 
(86) CONNECT OT EN PAP #0 — 


En utilisant le tableau (61) il serait facile de calculer les coor- 
données de N par rapport au trièdre central des axoides. Mais on peut 
déterminer le point N géométriquement. Tout d’abord d’aprés (86) 


la droite mN est dirigée suivant Fi — Ek; elle est donc perpendi- 
culaire à j, ainsi qu’à A, d’après (81). Ainsi N est la normale singulière 
issue de m. Or soit n la projection de N sur mJ; d’après (86) on a 

me FN fes 

n=m—-al =) +(4- 2)i=T- ab 

d’où 

(n—J)(m—J)=— hr. 
Ainsi n et N appartiennent au plan polaire de m par rapport au 
cylindre d’équation 

P+ y+ h=0o 


(les coordonnées æ = dcosŸ, y=dsin se rapportant au trièdre 
central); la correspondance entre m et N est donc birationnelle 
et réciproque. Enfin (85) montre que les axes de courbure D et D, 
sont des rayons correspondants de deux faisceaux homographiques 
de sommet N, l’homographie ayant pour rayon double unique la 
droite Nn; dès que l’on connaîtra l’un des axes (ou l’un des plans 
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osculateurs) on aura donc aisément le second. On. a retrouvé ainsi 
très simplement les résultats fondamentaux de G. Kœnigs (*). 

La théorie s'applique en particulier aux trajectoires des points M 
de & : il suffit de supposer que C se réduit à un point M (ou m); 
l'axe D se confond alors avec Nm; par suite 


EK 
=H, A=— FF Vi — 


la valeur de À, étant donnée par (85). 

On pourrait, d’ailleurs, rattacher directement l'étude de la 
courbure des trajectoires aux équations fondamentales ; pour une 
sphère S de rayon infiniment petit les rapports de 1, 7, s, t à rt —s? 
sont infiniment petits; on attribuera donc aux variables X, Y, Z, T, U 
du n° 13 les valeurs 0, 0, 0, o, 1 et l’on calculera comme plus haut le 
rapport 7,:7,t, — 5. 


40. Cas Il. — La tangente à C et C, coincide avec l’axe A; 
on.20—o0, cos) — 0, /=h (avec 0 — — =) et j =H. Choisissons i de 
telle sorte que 

: (h + k) sind + : cosd — 0; 


&, est ainsi déterminé et il viendra F =o, C*——wWEsino. On 
devra s’adresser à la formule (80) qui donnera 

6) ; h2 | 
7 W sino[(h + k) cosh — zsind] 


ei — e* = 


Dès lors les axes de courbure D, D, sont perpendiculaires à i, leurs 
abscisses respectives étant liées par 


10 h? 
Set OE (A+ k) cos) — z sind 
(:) K,, p- 76-82,..., 95-99, -.-. Voici le tableau de concordance de nos notations avec celles 
de Keenigs : : 
G. K ey Zz h k P hy 
h’ 
Ra Gee ies S x À A —k W — WF 
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Si l’on précise la définition de i en prenant. 


cos sind +1 
Be a SS ae eT 
h+k = V(h+Kk) +: 


H 
C 
m 


on aura 


( I I ) h? 
Op ATEN a a SS = 
Pr Pm/V(h+K)} +2 


Cas HI. — Les notations 0, Ÿ étant définies comme pour le cas I 
relativement au trièdre ITGH du n° 29, ¢* conservera la forme (83) 
pourvu que dans (83) et (85) on ait remplacé W par W, et que, 
conformément à (57) et (81) on ait pris 

E —— sing, F—— cosÿ sin0 +5 cos0, 


\ 


Cas IV. — Comme pour le cas II, sauf que l’on fera 
as c/* =o W;, sino; 


et la relation entre les abscisses de D et D, sera 


6) 
Lio = To — a h?. 


W, 
Cas V. — L'étude de ce cas se déduit de celle du cas I. On 
prendra 0)==0, dot l= dF = 7, 


cos == 5151 CL 
oe Oe eee ee 


J 4 
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Le point N est sur A, la droite mN étant tangente en N aux axoides 


| d'après (51) et (50) ot a=p+=|; d’ailleurs, si so, on 


a5,==— 3 et N coincide avec I (K,, p. 130). La relation entre D et D, 
se traduit par 
G) I 
h—1= y sing 


Elle a été formée par G. Keenigs qui en a signalé l’analogie avec 
la formule classique de Savary [K,, (128), p. 127]. Ajoutons que si 
les axoides sont des cônes, les courbes C douées d’enveloppes ont leur 
plan normal passant par un point fixe et la formule précédente 
n'est autre que celle de Savary pour les courbes sphériques. 


41. Cas VI. — On a alors V.(m) — 0, en sorte que la tangente 
commune a C et C, peut avoir une direction quelconque. Nous 
choisirons toujours my, suivant cette tangente, et G, étant orienté 
suivant (61) nous aurons E=o=—7%, p' =wcosOsina; C”* sera donné 


par (83) avec 


E=kcosv — ssiny, F —— (ksinl + scosy) sin. 


L’équation (R) s’écrira actuellement 


YES iy >) a  cos?0 


v UT WEST 


Or une telle identité en X entraine d’abord v, =v, F = 0, puis 


(87) ae 


Ainsi les axes de courbure D et D, concourent en un point de mz,; 
désignons alors par »—=m-+Ri le point où D rencontre maz, et 


de même pour D,; on aura R= — . et (87) s’écrira 
38 1 1 _ @ cos’@ 
(F8) Rie RO) Week 


Cela étant, F =o exige, soit sin? =o, soit ÆsinŸ +3 cosŸ =o. 


We 


172 RENÉ GARNIER. 


Dans le premier cas ('), d’après (65) et « étant défini en m sur A 
conformément au n° 28, ona = 


@) Cost 055 ‘ea I 
Sa Wel oy eee of nr Es 


Mais, soient R, et R,, les rayons de courbure des sections planes 
de », et 2 menées en m, normalement à A et les rayons étant évalués 
suivant le vecteur g, de (50) (avec T,=T, G.=G); on a, 
d’après (52), 


1 (+ bs ~) os gis! pals 

b\ ef Pm Ry Rn 

[car d’après (67) cy =C,,]; on peut donc écrire 
I i oy CNT I I : 
(a) ere eue 


or ) — x mesure l’angle du plan normal à C et C, avec le plan normal 
à Z et Z, en m; envisageons alors le cas où les plans osculateurs à Cet C, 
sont normaux à A; uv. et u, sont les centres de courbure et d’après la 
signification de Ÿ — x la formule est du type classique de Savary. 
Dans le second cas 6 peut être quelconque, mais d—x; 


donc C et C, sont tangentes aux axoides Z et Z, en m; on sait qu’en | 


particulier C peut être choisie arbitrairement sur 2 : elle aura 
toujours une enveloppe C,. Or dans ce cas (88) devient 


aay ee (yes © ) cos? 6 
R, Re Rye ty : 


et l'on peut vérifier qu’elle résulte aussitôt de (52) quand C et C, 


(*) Il nest pas évident, a priori, qu’il existe des courbes C, C1 répondant à cette 
condition. Mais en projetant sur le triédre central:des axoides l'équation 


dM 
(F)s + À Ve(M)=o ob A= ie (f, fonction continue pour v = 0), 


et en appliquant la méthode des approximations successives de M. Emile Picard au 
système linéaire ainsi obtenu, on montre (Cf. n° 53) qu'il existe de telles courbes et 
qu'elles vérifient bien (88). Le mouvement autour d’un point fixe en fournit d’ailleurs des 
exemples, et la formule (a) se réduit alors à la formule de Savary pour la sphère. 


ee 
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appartiennent à & et X,. En effet 
j= gocos0 — H sin; 


d’après (51) on aura donc les courbures normales de C et C, 
sur 2 et Z, en remplaçant X et Y par cosô et —sin® dans les 
équations des indicatrices de Let £,, et d’après (52) on en déduit 
aussitôt la dernière relation entre R et R,. 


Cas VII. — Le vecteur T étant défini comme au n° 29 pour des 
axoides cylindriques, soit I le pied de la perpendiculaire abaissée 


= 
T 


Fig. 11. 


de m sur A; posons m— I= di = d(TcosŸ + Gsiny); on aura 


== 0, PTE p'= % sin, ¢*=woW, sing sino 


et (R) s’écrira 
I I G) I 


2 aboued Me SiG a dean Wa sind 

Or actuellement les courbes pourvues d’enveloppes sont planes, 
leurs plans étant perpendiculaires à A; le centre de courbure de C est 
le point 

m—e*sinw.i—=l+(d—e*sinm)i. 

La relation (R) se réduit bien à la formule de Savary pour le 
' plan (K,, p. 147-149). 

Cas VIII. — La théorie ne diffère de celle du cas VI que par les 
particularités suivantes : on remplacera W par W,, E par — sin, 


174 RENÉ GARNIER. 


F par —cosbsin0. La condition F—o donnera sinô—o ou 
cos®—o, ce qui conduira à des interprétations analogues à celles 
du cas VI. 


Cas IX. — Les notations étant les mêmes qu’au n° 35, supposons 
que le point de contact de C et C, soit le point K de la figure 7. On 
aura à 
ete — ae ge a oes 

Acoso + Bsinw 


avec 
A =x cos sind + w'(scosB cosd — dsinG), 


B=— (x cost — w'z sin) cos6. 


ne 


On en déduit que les axes de courbure de C et C, auront pour 
équations, dans le plan mené par K normalement à la vitesse | 


A 30 — Baya et AZ — Baa 
avec 


9 


i ise 


III. — Variation de la loi des courbures (développables). 


42. Nous allons étudier maintenant le second des cas signalés plus 
haut (n°26) : S et S, sont deux développables; leurs indicatrices 
devant être bitangentes, S et S, sont tangentes le long d’une géné- 
ratrice à, et l’on est amené ainsi à déterminer les éléments de 
courbure d’une des surfaces, soit S,, le long de à connaissant les 
éléments de courbure de S. 

Plaçons-nous d’abord dans le cas général : ho, axoides non 
cylindriques. Soit M le pied sur à de la perpendiculaire commune 
à A et 6; j sera dirigé suivant 0; i, k, d, 4, z et © auront pour Metola 
même signification qu'au n° 31 pour M et pour le support de V,(M) 
(cf. fig. 3). Un point quelconque P de à sera désigné par 


(89) P=M-+ uj. 


Il sera commode d’introduire le trièdre H, i, 1, de sens direct, 
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ainsi 
1=H A i=—Tsind + G cost, 
| j—=1cos0 — H sin6, 
(90) k = 1 sin0 + H cos, 
j A H=icos), 
57 TSG, 
d’où 
ao" V.(P)=hH+[H À (di+ uj)] = AH + dl — ucos0.i 
et 
(91) oj A Ve(P) = (Ah cos) + dsin0)i+ « cosO.k; 


or ce dernier vecteur doit être normal à S et S, en P, donc indé- 
pendant de uw, puisque S et S, sont développables; mais il ne peut en 
être ainsi que si Ô satisfait à (62) ou à cos@ =o. Dans le premier 
cas la normale est bien déterminée (pour cosû <o) et dirigée 
suivant k ('); mais cos? =o joint à (62) donne d — 0; à est alors 
confondue avec A. Dans le second cas la normale est dirigée suivant i 
(sauf dans le cas d’exception précédent, do). Nous examinerons 
d’abord l’hypothèse où 4 satisfait à (62), avec cosû $= o. 

Nous appliquerons à S et S, les notations du n° 28; ainsi, nous 
désignerons par a et a, les valeurs de u correspondant aux contacts 
de à avec les arêtes de rebroussement de S et de S,; d’après (89) et 
(45) les notations H, et u, du n° 28 peuvent être confondues avec les 
notations actuelles j et u; dans les formules du n° 28, nous rempla- 
cerons donc u—u,—a par u— a. De plus, S et S, étant dévelop- 


T : 
pables, nous poserons «= => ce qui donnera 
b=—(u—a) 


et nous prendrons actuellement 
Gt KR en T.=—g——HAth=—jAk=-—1. 
Pour S et S, les dérivées secondes s,, t, du n° 28 sont nulles le long 
de à; tout le problème revient donc à étudier les variations de la 


a 
(1) Ce double résultat (valeur de 6, direction de la normale) a été obtenu par H. Resal 
(Traité de Cinématique pure, p. 130). 


12% 
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dérivée seconde 7, que nous désignerons par 7, OU roi, suivant qu'il 
s'agira de S ou de S,, Or on a, relativement au triedre PX YZ, orienté 
suivant gy, Ho, t,, c’est-à-dire suivant i, j, k 


po, g=— sin, —E=iV.(P)=— vœu cost, 
n= w(—hsind + dcos0)= wl, 


[la dernière formule d’après (63)]; les relations (8) du n° 26 sont 
donc vérifiées. Enfin pour €’ calculé relativement à la normale PZ, 
on trouve, en posant ¢’(Mk)=C,, [valeur donnée par (64)] et en 
utilisant (55) et (56) 


c= ¢,+o0W(k, T, P—M)=—¢,+0WuviT=f,+ 0 Wu cost. 


Enfin si S et S, ne se réduisent pas a des cylindres, on a d’après (52) 


I I 
~ (w= a)p’ Tu aa) pa 


(92) ro 


les notations ¢ et p, se rapportant à S et S,. 

Cela étant, on peut appliquer la formule réduite (29) au cas actuel, 
puisque B =o, et l’on à 

I 1 “series 
Eratq Eretg € 
c'est-à-dire é 
(93) (u — a) 04 2e (u — a)p lets wu cos) 
u cos@ + (uw — a;)p1 sind ucos)+(u—a)psinO  &, + w Wu cost 

Or soit C,40; on aC, cos) 40; l'identité en wu (93) exige donc 

d’abord que les pôles des trois fractions coincident, ce qui donne 


ee 1 ®W cosh 0 1 wWeosyp 0; 
LED (ag p + cota’ PART ap Pi cot 
Les deux membres de (93) s’annulant pour uo, il nous suffit 
d'écrire qu'ils sont égaux pour u —«, d’où 


(95) P 0 ___ & cosû 


cos0 + p; sin0 cos0+psind  W cos 


Ainsi, d’après (92), (94), (95), les éléments de courbure sont bien 
déterminés en tout point de à dès que l’on connaît o, par exemple. 
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D'ailleurs, si l'on pose 


(96) p= tangp, Pi = tangp,, F—- + 0 —p' =~ +6—p; 
(95) s’écrit 

! rer io I 
(97) coto’, — cote’ = W Gost 


C’est la relation méme de Savary que l’on pouvait former a priori 
pour les indicatrices sphériques 5, 5, des développables S et S,. En 
effet cette formule s’écrit 


3 : ay i 
cotr, — cotr = — 


) 
cos ® 


les notations étant définies, conformément à la théorie classique, par 


les formules suivantes, où H, T, T,, G,, H,, ©, 9, conservent leur 
signification antérieure 


H = G) sind + Hy cos. r=o0—), r= à — À, cos TT; 
actuellement 
EE GK: H—=;; 
donc 
V6 =, r=— 0, r= — 0}, TT,=— cosy. 


Les formules (94), (95) montrent que a et a, satisfont a la 
relation 


(98) 


em 


6)? 
== = sin9 cos 0. 


1 
ay a So 


Les formules (95) et (98) ont été données par G. Kœnigs (') qui 
signale que la formule jouant le rôle de (98) « doit frapper par son 
analogie avec celle qui a trait aux courbures ». Pour nous l’origine 


(*) Ki, p. 164, 165, formules (200), (200’), (202). Tableau de concordance des notations. 


py aS Me ee oe ee ee a a € À 4 


1 
50 


uw W 


RAC Yes 00 id ur zCOS0 ppt pm KW —cfW —enW 
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de cette analogie est évidente, car (98) est la transformée par (94) 
de la relation de Savary (97). Si cette origine n'apparait pas dans le 
Mémoire K, de Keenigs, cela tient à ce que la signification geome- 
trique des paramètres désignés par ¢ et o’ dans K, n yest pas indiquée ; 
or, précisément ces paramètres se rattachent aux courbures de 
set 5, ; avec nos notations, le premier, par exemple, a pour expression 
cos sin(o’— {)) 
à sin? () 
Si C= 0, on trouvera cos9 =o ou 


0 —— cot) = pi. Oy Sh. Sim) 0: 
Si S est un cylindre (on admet une indicatrice 5 avec ¢e — 0), 7, est 
alors constant le long deo et (93) doit être remplacée par 


(u — a), i sz w?u cos!) 
cos) + (uw — @,)o, sin) ur, cos) + sin) 2, +0 Wu cost 


La premiere relation (94) est alors remplacée par 


tang () (a 
ER Se) 
15 wo W cost 


et (95) par la relation qu’on en déduit en y prenant oo; c’est- 
à-dire par la formule de Savary pour les trajectoires sphériques. 
On constate d’ailleurs que r, etr,, ne peuvent être constants en même 
temps sur à (du moins pour C, <o). 


43. Étudions maintenant le second cas : cos 0 = 0, et soit 0 = — se 
d’où j =H. La génératrice © est alors parallèle à A; i est toujours le 
vecteur-unité de la normale P —J à A; les notations T, G, Het 


Te, G,, Hy se rapportent toujours à (£, Z,)et (S, S,), et t:, g sont 
encore définies comme au n° 28 avec &« = =; de plus, d’après (91), on 


peut prendre i comme vecteur-unité de la normale à S et S,, et l’on 
écrira ainsi : 
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d'autre part, on aura encore les formules (92), w désignant la cote du 
point P par rapport au plan IT G (de sorte que le point M, intersec- 
tion de ce plan par ©, joue le même rôle que le point désigné par la 
même lettre au n°28). On obtiendra ainsi pour le triédre PXYZ (n°28) : 


eG) Ds Oy p- De, JE): 


et) OW] (hk + hk) cosh — usin], 


et l’on trouvera la relation 


O1 (tt — &) o(u— a) +. Go) d 
d+o(u—a)  d+o(u—u) NW (h+h)cosl —usind 
qui exige 
d d 
a@,— —-=(h+h) coty =a — É 
Fa i 
et 
I Lie à 
Oy o Wsind 


Cette dernière formule est celle de Savary pour 5, 6, : car, actuel- 
lement, 
aoe 0, TR Lio TK = San, 
Les résultats précédents s’appliquent encore, si d— 0. 
Si les axoides X et ©, sont des cylindres, on introduira le trièdre 
ITGH comme au n° 29; supposons 9 quelconque; le dénominateur 
du second membre de (g3) se réduira a la quantité 


27 > h' 
Kio =— o) W, ( cosd sin () — vost) : 
\ ; : 


et l’on aura les relations 


6)” . 
DECO 0e a sin) cos). 
: : (hy 7 Sy 
Sih =o=A’, onpourraavoir sin § = 0 ou cos § — 0 ou d =o. Dans 
le premier cas, les relations (94) sont remplacées par sin Y~o, 
et ap, —as; (95) subsiste; les autres cas n’introduisent que des 
simplifications de calculs. 


44. Examinons enfin le cas où le mouvement est tangent à une 


translation. Le trièdre Oxyz de vecteurs-unités i,, j,, k, sera défini 
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comme au n° 35; j sera le vecteur-unité de 3; M étant le pied sur à de 
la perpendiculaire commune à Oz et à, le trièdre Mijk sera défini par 


rapport à Oxvyz, comme l'était au n° 31 le trièdre de même désignation 
par rapport à ITGH; les notations z, 4, d, 9 conserveront le même 
sens et le Tableau (61) restera valable, après substitution de i,, jo, Ko 
a T, G, H. En un point quelconque de 0, soit P — M + uj, les vecteurs 
to, Ho, —g, du n° 28 seront pris identiques à i, j, k. On aura ainsi 


bo 7. 2=V, g—=— V,k,k— — V,cosb, 
et pour la normale en PàSets, 
(= Al=(, — ou coso, 
avec ¢, = (xcos) — w’z sind) cosGeto désignant l’angle de A’ (orienté 


par i,c0s5+k,sinf) avec k. Il viendra ainsi pour les dérivées 
secondes 


soit 
ay a Vi cos?9 
Uo) o(u ¢) = 5 ———— 
ra L Cp — © a cosy 
ce qui entraine 
Vi cos?0 
GOS O40. (Of) = 10) et a, — a4 == >: 
1 ‘ ‘ DES 
IV. — Variations de la loi des courbures (surfaces gauches). 


45. Nous allons généraliser le problème précédent en supposant 
que S et S, soient deux surfaces gauches tangentes le long d’une géné- 
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ratrice commune ©. Nous conserverons les notations 5e, wet O du 
n° 28 pour S et S,; les autres notations seront appliquées avec ou 
sans indices, pour 4,,, S,S, conformément au tableau suivant, où 
la première ligne contient les notations données au n° 28. 


Écrivons d’abord qu’au point P défini par (89) le vecteur j A V.(P) 
du n° 42 est parallèle au vecteur t, ; en appelant a la valeur de wu corres- 
pondant au point central de S et S, et À étant un certain scalaire, nous 
devrons avoir, quel que soit u, 


(h cos + dsin9)i+ weoos.k =2| AT, — (u — a) Gp J. 


Nous prendrons K= G,, A =— cos, et, comme aux n% 42-44, 
j =H,; ceci entraine i—— T,, d’où a cos 4 =o. Or, on ne peut avoir 
cos? =o, sauf si d= 0, cas que nous examinerons plus loin (n° A9) 
ainsi : 


Cas I. — Le point central de à pour S et S, est le pied |, de la perpen- 
diculaire commune à À et à, et le plan central est parallèle à A ('). 
Enfin le paramètre de distribution #, de S et S’ est donné (?) par 


(99) k,= h +d tang). 


Introduisons le trièdre trirectangle PX, PY, PZ du n° 28, aux 
vecteurs unités respectifs g, H,, t) et étudions les courbures de S 


(1) Cf. H. Resa, Traité de Cinématique pure, p. 146; G. Koenies, Lecons de Ciné- 
matique, Paris, A. Hermann, 1897, p. 211. 
(2) G. Koentes, loc. cit. 
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et S, en P. Comme a=o0, ona 
bg .=— ui + kok, 
d’ou, grace a (61) et (go), 


wk = wo Ve(P) go= hob (hcos0 + dsinb) + w?b— cost = b cos), 


wy = —hsin0+ dcos 0, 


bp = wk, cosb, q=— 0 sin 0. | 


Pour S (et S,) la dérivée seconde s, est égale à /, 6? et la dérivée 
seconde t, est nulle : ainsi B—5,Ë+1t,n—p—o. Dès lors, on 
appliquera la formule réduite (29) et l’on trouvera 


— Bow tA = Bo (ri + sn + q) = w+ Ku +L, 
avec 


cos) 


H= + sing, K==MGoaUr 


\ 


: ( à 
L — (= + sin0 )kj + hy(ccos0 + h sind — dcosh) 


/ 


et A, a une expression analogue, ¢, 4’, c étant remplacés par ¢,, &’, ¢, 
(et H, K, L par H,, K,, L,). Enfin, on peut écrire pour la normale PZ, 


. ; A : 
be =—wW| (hh ky T— :G+ (He w)8+4 (Kcosh+isin(t sind) loi + uk), 
d’où 
b¢=— wo W(ILu+ K;u + L,) 
avec 
H,= cos, 
Ko (Ap — h — k) sin0 sind — s sin 0 cosy + (> + w) cos, 


Li hy[(h + hk) cosy — = sind], 


et y étant toujours égal à dsinv. On trouvera ainsi Videntité en w 


I I ___® cos) 
Hiw+hjethl, Het Kutt” W HwekKou +k, 


(100) 


Or, si S et S, sont en chaque instant tangentes le long d’une géné- 
ratrice commune © (cas auquel nous nous bornerons), les deux points 
de © où S et S, sont osculatrices satisfont nécessairement aC’ =o, 
ainsi qu'à A=o=A,(n° 11). Chacune des fractions du premier 
membre de (100) admet donc les mêmes pôles que le second membre, 
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et s’il en est ainsi l’identité (100) exigera seulement que 
1 1 w cos0 


Be Wii 


relation qui n’est autre que la formule de Savary (95) pour les 
indicatrices de S et S,. Si l’on pose alors ; 


| cos COS cos. 7 
(101) + sing = ——, CR aie Ze 
p p° Pi pi 


les conditions précitées donneront 


\ y K, 
(102) {for ~ = Ons 
cos d a 
(103) 9*(e —d+htangG)= À — dtang) — s tang) = pi (ce, — d + htang0), 


la valeur commune des trois membres de(103) pouvant étre remplacée 


pari#+k —k,—stgy. 
En égalant les membres extrémes de (103), on trouvera la formule 
où ne figurent que des angles 


sino, sin(V,—%-+ <2) _ sinosin(V — 0+.) 
sinV,cos(#,—%) ~ — sinVcos(¢— 9) 
V et V, désignent, conformément a (68), les angles des lignes de 
striction de S et S, avec 4, et l’on a posé 


d = hcotge; 


= — est l'angle de V,(1,) avec x |. Les équations (99), (102), (103) 
fournissant ky, 4’, k, ¢ etc, permettent de calculer la courbure des 
surfaces réglées S et S, en tout point de la génératrice à (n° 28). 

Pour 5 —0 elles donnent la courbure de la réglée, lieu d'une droite 
liée au trièdre mobile &. 


A6. Cas Il. — d— 0 — cosb; 2 est alors confondue avec A (et réci- 
proquement) ('); la relation (gg) disparaît. Soit, — [+ aH le point 
central de Set S,; au point P—1+{(u+ a)H nous introduisons le 


(4) Ce cas a été signalé par JI, Resal, loc cit, p. 144. 
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trièdre (PX, PY, PZ) de vecteurs-unités go, H, =H, t,, les vecteurs gy 
et t, se déduisant par (49) et (So) des vecteurs 


(104) T,=T cosy + Gsing, G,=— Tsing + Gcosg. 


Il viendra ainsi p = 0, g=w, §=0, y= ho, 


bot Wt = [(h+k)T— (u+ a)G][koT.— uGo] 
= H,w?+ K,u+ Ls, 


avec 
H,=cos¢, 


y= acosg + (h+k— ko) sing, 
L;= k,[(h + k) cosg — asing }, 


Rs Al Eaux A => TU 
NE gare: my oe ; 


et la formule 


conséquence de (18) et de p= 0 —%—t, donnera, d’après (52), 


uw? k : u? + k? @® (u2+ hk, k?)? 
+ uk’, + kot, en — ( S 0) 


Pi 0 W H,w?+ Kju +L, 


Dans cette identité en u les trinomes en wu doivent admettre les 
mêmes racines; on aura donc 


(105) Kooks a=—(h+k—k,) tangg, 
puis, 4, n’étant pas nul par hypothèse, 
o— À — atango, 
d’où 
(106) a—— hsing cos® 


et 


1 I 
(107) a—o=h(~ — À). 
Enfin, en écrivant que l’identité en w est vérifiée pour u = +, on 
obtiendra la relation de Savary pour les indicatrices sphériques de S 


et S, 


1 Les 10 I 


Pa p W cosy f 


A titre d’exemple, on peut prendre a=q=g, d'où 4,—#; les 
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axoides 2 et X, vérifient donc les relations précédentes et (107) se 
réduit à (67). 


On notera le cas du roulement 


Katine HO; i= ke “j= C. 


47. Cas Ill. — Les axoides X et X, sont des cylindres. Les dévelop- 
pements du cas général restent valables, sauf en ce qui concerne la 
forme de ©’. Avec les notations des n°28 et 29 ona 

DE = 0(W.1G — h'H) (ki + uk) =o Wi (K,u +L;), 
avec 


kh, = sin 0 cost — Be nse, L; = ky sind. 


W, 


L'identité (100) est donc remplacée par 


aU I LE 0) cos§ 
Hiu+Kiu+L, Huw?+Ku+blbL” WwW, K;u+L, 


Ceci devant avoir lieu quel que soit u, il faut et il suffit (vorr n° 45) 
que 


AVE by PE I ré & cost 
Pee ee Ke We 
Ainsi 
= tang) = —, 
1 5 
c— d + htangd sind ex — d + htang 
(108) ee 
ki Fah each 34 n k!, 
sin§ cosy — W, s 
et 
I I 6) cos?@ 
(109) ke Sas Kk! — “So RIN TR! 10. 
—sinB cos + + cos D 


48. Reste enfin le cas ou = est tangenta une translation. Reprenons 


les notations du n° 35. Puisque les surfaces réglées S et S, ne sont pas 
développables et que la normale à S, S, en un point quelconque de la 
génératrice commune à doit être perpendiculaire à la vitesse V.(M) 
(parallèle à k,), 6 est nécessairement parallèle à k,. Désignons paræety 
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les coordonnées cartésiennes de la trace J de 2 sur le plan des wy; 
soient z— a la cote du point central I, de 3, 


T,=i, coso + jo sing, G, = — iy Sing + Jy cose 


To J (æ,y.0) 
Fig. 13. 


et k—k, les vecteurs-unités du trièdre central de S et S, pour à. 
Le triedre (PX, PY, PZ) relatif au point 


P=J+(a+u)k 


de ¢ et de vecteurs-unités g,, H,, t, sera défini par (50), c’est-à-dire 
par 


t= T,cosa+G)sina= i)cos(o+a)+josin(g +), 
Sy = — T,sinz + Gy cos% = — iy sin(o + %) + jocos(g + a), 
B= k;; 


et lon aura pour la normale t, en PaS et S,, d’aprés (58), 
pelt ae Se - 
Nes | (SE) +e pabiiee © Lt 


Posons toujours = u*+ #4, hk, étant le paramètre de distribution 
de ¢ et utilisons (49); il viendra 


DE—=H,u + K,u + kl,, 


avec 
RE wo CosB coso, 
LISE = CRE ! VERS PASS LR re < = e 2 
N,==2 sin3 sing — »'| (4, cosB + y sinB) sing + («sin — acos) cos |, 
ae nak ane ! ( À ES RA ae \ 7 
L,= x cos5 coso + | — y sin coso + (.rsin3 — « cosB) sing |. 
‘ | / 1 


Actuellement, pourle trièdre PXYZ, on ap=o=—q, RO) 7 Sa 


05 
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les formules fondamentales (18) donnent pour les dérivées secondes 


Ba = Oi 


Où ro, So (et s,) doivent être caleulés par les formules (52). On aura 
donc, quel que soit v, 


ue k , u?+ k? | 
Be Pe ee Ee ih ees ne 
01 0 H,w+ K,u+ kb,’ 
dés lors 


Soit d’abord cos $50; il faudra cos o =o : le plan central sera 
parallèle à V.(M) et w’; de plus, 
hgh? eke 
ky cosB + y sing = my sin 6 ; 
enfin, avec sin © —1, 
Ne 


Go 6S SE 
o (asin — a cosf) 


Si l’on a cos 6 =o, sin’ = 1, on trouvera les relations 


’ Re 
& COs + ) smo = — sind, 


Cy (== : . 
6)' (a sing — y cose) 


V. — Construction d’un couple de réglées conjuguées 
et détermination des axoides à partir des réglées. 


49. Si l’on se donne a priori le mouvement —> la méthode du trièdre 
P 8, 


mobile permet, comme nous allons le voir, de construire effectivement 
tous les couples de surfaces réglées S, S, (développables ou non) 
tangentes en tout instant suivant une génératrice, et S,, par exemple, 
admettant une indicatrice sphérique donnée: elle fournit en même 
temps une vérification des relations que nous avons obtenues aux 


a Ss 
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paragraphes III et IV comme conséquences de nos formules fonda- 
mentales. Inversement, si l’on se donne deux développables ou deux 
réglées quelconques S et S,, on peut chercher à mouvoir S par rapport 
à S, de manière que les deux surfaces soient constamment tangentes le 
long d’une génératrice commune; nous verrons ensuite comment on 


peut déterminer en tout instant les éléments centraux des axoides 


50. Commençons par le premier problème et supposons d’abord 
que & et Z, ne soient pas des cylindres. Un premier groupe de rela- 
tions résultera de la considération des indicatrices sphériques c et o, 
de Set S,; ces relations sont d’ailleurs les mêmes, que S et S, soient 
développables ou non. Pour les obtenir, calculons d’abord, dans @, 
par exemple, les dérivées des vecteurs centraux T,, G,, H, de SetS,; 
ces dérivées sont données par des formules (39); mais T,(——i), 
G,(=k), H,(=j) s'expriment en fonction de T, G, H grace au 
Tableau (61) et T, G, H vérifient aussi des relations (39). Les formules 
qu’on obtient par identification appartiennent à la cinématique sphé- 
rique ; il nous suffira donc de les écrire 


do : 

a sind, 

de 
(110 
) dy 1 rere / cos Q 1 he 

= = — — Oty sd =— -— + coteo’, cos: 

Ce re. FA CU i. 
(nn) GA == Sa don 0. ste 

de © cos do "" cos 


Réciproquement, supposons connue la représentation sphérique 


CRE 
de AC est-à-dire supposons connues dans ® et ©, les composantes 
94 


de T(v,), G(v), H(¢); soient 0(v), De), p*(), pi(e), moe) et voie) 
[o', ¢, étant définis par (96) et (1o1)] des fonctions satisfaisant aux 
relations précédentes. Définissons -relativement à T, G, H trois 
vecteurs-unités i, j, k à l’aide du Tableau (61) où l’on aura remplacé 4 
et } par les fonctions précédentes 6(¢) et Y(¢); l'extrémité du 
vecteur H,=j mené d’un point fixe O, comme origine décrira par 
rapport à deux triedres d’origines O,, équipollents à 8 et à G,, deux 
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courbes cet oc, constamment tangentes; leurs arcs seront ¢, et 6, : les 
rayons de courbure sphériques seront p et 0,; et T,, G,, H, sera à tout 
instant le trièdre géodésique commun de ces deux courbes sphé- 
riques; enfin de (110), et de (65) on déduira (95). 

Nous distinguerons maintenant deux cas, suivant que S et S, sont 
développables ou non. 


91. Les surfaces S et S, sont développables. — Cherchons à déter- 
miner 3, d et a en fonction de ¢ de façon que le point 


N=1+:H+di-+aj 
décrive dans & une courbe C tangente a j; s, désignant l'arc de C, 
on aura 


ds dd. da, 
(112) (Fp = hE + en + ieee ae LA Wee = J 


d I s 
+ aja = =) Kart) 


— LE +T sin +i(f? + cost) — H sin cos | 
q - 


di Om 
Lords, 
re 


Formons successivement les produits intérieurs des deux membres 
de la relation précédente par les vecteurs i, H, 1, rectangulaires deux 
à deux, puis opérons de même pour le lieu C, dans &, du point N, 
qu'on déduit de N en remplaçant a par a,; et soit so, l’arc de C,; ul 
viendra, compte tenu de (110)et(ro1), 


dd ; eS ees ee. COSY 
(113) Gg 1 ey + 2 cos = Gp ean es ae 
33 as dia 8). ws AE = Sox) . 
(114) ze Sad TS sin 9 = — ec; + ai sin§, 
d(a— 5) 
(115) 5 sing — A cosy = d cos} cotg p' F000) a 
ain = 
= dcosv cotgo’, + cosû tr 


Réciproquement, il est clair que si 2, d, a, a, 50, so satisfont aux 
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relations précédentes, le point N(N,) décrira dans 8(&,) une courbe 
C(C,) constamment tangente aj. Or. les équations (113), (114), (115) 
constituent un système de six équations à six inconnues, dsNO ae 
See Soi: nous ARE voir que leur alate: n’exige que des dan 


a 
tures. Tout d’abord, en éliminant ® ee = de (114) et (119). Omen 
tire, grâce à (110), : 
d d cos 
5 — rep > ( oy ( a su = — 18, 0 s ( = (2 GP 
(116) 7, (s cosh) + 4 in cosy Cm COSY secs ) 
d cos! 
— @7 cos) + d'ADN Lier =). 


cos!) + 0, sin 5! 


En s'appuyant sur (67) et (95) on déduit de (116) que d satis fait 
à (62) et s sera donné ensuite par une quadrature. Puis (113), fournira 
pour a et a, des expressions que l’on identifiera aisément à (94); 


de, dv 
enfin, les formules (115) donneront les courbures Fae + de de C et C, 
0 01 


(estimées positivement suivant i) et l’on en déduira s, et s,, par des 
quadratures. 

On a déjà rappelé que G. Kœænigs a obtenu les expressions de a 
et a,; son équation (‘) (185),, formée suivant une autre voie, est 
identique à notre équation (116). Pour identifier ses résultats avec les 
nôtres (?) on notera que la variable de G. Kœnigs a pour expression 
2, W, avec 
i cosy 
ce sin) (cos§ + 6 sin?) 


1 


i 


52. Etudions le cas où © et Ÿ, sont des cylindres. H est un vecteur 
constant; on a, avec les notations du n° 29, 


(a ne (a | _G 


US ee A ERE toi Wn, 


R,, et Ry désignant les rayons de courbure des sections droites yet yj 
de % et X&, estimés positivement suivant G. En formant de deux 
manières différentes, comme au n° 50, les dérivées de i, j,k par 


(OM Sy fils 00 
(2) Voir aussi la note (1) de la p. 177, (n° 49). 
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rapport à l’arc s de y (ou de y, ), on obtiendra les relations 


2a d() 
(117) Pau cotg) =p, Te = 0 
(118) dy ee! sep 1 dvs = Ligpol dés 
ds Ro, cos) ds Ry cos) ds 


Les relations (117), avaient été obtenues déjà a la fin du n° 43; 
d’ailleurs les normales sphériques aux indicatrices o et s, de SetS, 
passant par un point fixe, ces courbes sont des cercles et l’on pouvait 
prévoir que 9 reste constant. Si l’on choisit arbitrairement 4(s), on 
aura ensuite ?, et’), par des quadratures. 

D'autre part, introduisons le point 


N=I+:H + di + aj, 
et de même pour N,, et observons que le plan IT, contenant I (n° 29) 
a été choisi lié à G,, de sorte que 


(119) (à) Wat et (5. = WT — 108: 


Fe à dN d. 
écrivons que dans ®, comme dans &,, (=). (= =) j et multiplions 


intérieurement les relations ainsi obtenues par i, puis par H et par 1; 
il viendra 


dd pegs dv, ___ du 
(120) ne Ps ds Aire 
; da dia sites (ai — So) . 
$ LENS ei se At = | SS 7 lees ( 
(121) GE M i +7 fr ds ne ds SK? 
: d dy. d(a—s;) d_ doy | da = S01) 
FAR hornet: et HON). 
(122) sind = PPA OE ds ae cos0 ds ds ae 


Réciproquement, si ces équations sont vérifiées, N(N,) décrit dans 
&,(&,) une courbe C(C, ) tangente à j. 

Comme dans le cas général, le système (120), (121), (122) est 
formé de six équations à six inconnues, d, a, Le Soy So. est d’une 


a ds, 

intégration facile. De (12 7 
Ga OC ee al d dv «a. 
Te 00s) — sin sin 0 = hy cos f) — Rude sin) = — Pe re LL ): 


1i* 
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dès lors, en vertu des équations (118) et de la relation 

OQ a lie I 

Wh. SRR 
on voit que d sera donné par (62) et que z s'en déduira par une 
quadrature. Puis, d’apres (120) et la valeur trouvée pour d, on aura 


h' Es dv baa ee dv, 
cos) — aes Bae TA 
ce qui donne 
a aa, 
cosy — yr cot = SW Per cos9, 
conformément aux relations obtenues 4 la fin du n° 43. Enfin les 
d d 
formules (122) donneront les courbures 7 et 7 “de Cet C, (esti- 


mées positivement suivant i); on en déduira les ares Soy Sos pat des 
quadratures. 


53. Les surfaces S et S, sont gauches. — Ecrivons que le point 


ie eee ray 


est le point central sur S et S, de la génératrice à définie par z, 4, d 
et 0. Il viendra, en différentiant d’abord dans ©, 


alin ds dd . G, \ dv 

Sr Bice 0° Cm £ NORMES 

( a Sar eis ta ent de Du -A[E. 0 ae 
Avy 


= (ky) Go+e Hy) 


Multiplions intérieurement les deux membres de cette relation 
par H, puis par i et enfin parl(vecteurs-unités d’un trièdre rectangle); 
il viendra, d’après (111),, et en opérant de même dans &, 


dz 


(123) 7 — dcoslb =— cm + (Ko cos§ — © sin) — 008 
== Cf ihe cos§ — c, sin) pre 
dd 
(124) SA + À sinŸ + z cost = 0, 


(125)  — KcosŸ + : sind = | 0080 — hy sind = (<= +e cos) | pr ai 
cos 


ai | acoso — ky sin — (= +c, cos) [PERS roa 


; cos 8 
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On a ainsi obtenu un système de cinq équations renfermant cinq 
fonctions inconnues de ¢ : d, 3, k,, cet c,. Or, on peut tirer cet c, 
de (125); on, a par exemple, 


== tang6 (A— s tangy) + as xe aust) 
0 


\ i 


Portant dans (123) on aura deux équations en . —dcos et k,; en 


s'appuyant sur (95) on verra que #, vérifie (gg), tandis que = est donné 
par l'équation 


: ds cos : 
(126) a Es — = sin tane§ + feos tang) 
de cos? 6 : ; = 
os 
= Cr K 
: 050? 
os d 
ER fepse fp Sa 
/ 0520 1 


les deux derniers membres étant égaux d’après (67) et (95). D'autre 
part, en différentiant (gg) par rapport à +, (et s,,) et en utili- 
sant (110),, (111) et (124), on retrouve les deux équations (102). 
‘C'est, pour le cas I du n° 45, la vérification annoncée plus haut (n°49). 
De plus, soient À, k, em, cy, 9%, 0, 9, Ÿ des fonctions de +, les 
quatre dernières liées par (96), (101) et (110); introduisons-les dans 
les équations (124), (126) qui deviendront ainsi un système diffé- 
rentiel du second ordre en d et 3. Toute solution de ce système 
fournira un point I, et une droite ¢, de coordonnées (z, d, 4, 9); et, 
en vertu même de la manière dont nous avons obtenu le système 
(123), (124), I, sera le point central de ¢ pour les réglées S et S, 
qu'elle décrit dans % et G,; enfin les valeurs des coefficients cet c, 
relatifs & S et S, seront donnés par (125). On peut ainsi obtenir une 
infinité de couples de réglées (S, S,) dont les indicatrices seront des 
courbes conjuguées déjà construites (l’une, par exemple, étant choisie 
arbitrairement). 
_ A l’aide du système (110), (124), (126) nous allons établir que le 
cas II du n° 46 est effectivement réalisable, et nous vérifierons du 
même coup les formules que nous avons obtenues à ce propos. Sup- 


posons, en effet, que o,', cotgp', #, h, ¢,, soient des fonctions de « 


Pa 
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continues pour “+o (A et & dérivables, par exemple) et supposons 
que pour ¢ =o on ait 0= =, v = ,. D'après (110) et (101) on pourra 


écrire 


o*—=— psinly+..., 0 


* 
i l 


a paint... 


. 


les points désignant des infiniment petits par rapport aux termes 
écrits. Cela étant, éliminons = entre (124) et (126); il viendra 
Cd t dd d hcos?*Uj—k 


le, — cov? by = ———+——_ SOS EN 
° 


127 
) e sind, 
4 


+ = 
“a de? eo de 


les termes non écrits au second membre représentant une fonction 


nr RE dd ; 3 = 
linéaire en == et d, à coefficients continus pour ro. Or, en 
ay 


employant, par exemple, la méthode des approximations successives 
de M. Émile Picard, on établit aisément que l’équation (127) possède 
une intégrale et une seule s'annulant pour 6—0; et cette intégrale 
est de la forme 


d=#{h(o)cos bd, — Æ(o)]sind, + #7? (sr), 


D(s) étant continue pour «=o. Dès lors, quand ¢ tendra vers zéro, 
s tendra vers 


(128) =(0) =— h(o) sind, cosy. 


Or, appliquons au couple de reglées ainsi introduit les résultats 
du n° 46; la comparaison de (104) (où T, =—i) avec (61) montre 
qu'il faudra prendre 9 =, + + et l’on aura h= h(o); dès lors (128) 
équivaut à (106), et les équations (105) sont des conséquences 
de (102). Enfin si dans (103) on exprime £*et 9; en fonction de o 


eto, au moyen de (ror), l’équation qu'on obtient en rapprochant les 
membres extrémes se réduit à (107) pour v=o. 


54. Passons maintenant au cas où = et X, sont cylindriques. Nous 
obtiendrons d’abord les mémes équations (117) et (118) que dans le 
cas où S et S, sont développables. Puis l’on écrira que le point 
[,—1+ 2H + di est le point central des surfaces réglées décrites 
par 2; en procédant comme dans le cas général et en utilisant (119) 
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on obtiendra deux relations qui multipliées par i, puis par H et par], 
donneront 


(129) i 2 + cos) = 0, 

(130) = —h a — [(dtang0 — k,) cos0 + (6 —d) sing | Se 
= — [(d tang) — k,) cos@ + (ca — d) sing | Lu, 

(131) sinb= [(dtang® — 4) sind + (d —e ) cost] D 
= § f(dtang0 — hy) sin + (d — 1) cos) Du. 


On a la un système de cing équations à cing fonctions inconnues : 
Ay 2, Bo, ©, ©. lirant.c et cy de (134),.portant dans (130) et, uti- 
lisant (118), on voit que /, satisfera encore à (99), tandis que = etd 
(done c et c,) seront donnés par des quadratures. D’autre part, en 
différentiant (99) on trouve 


ue dd ds (pe Was 
: = (ee nl UE Tanoiicost = 

(132) i | 5 tane ) - ( W, tang cos Ÿ) nd 

et de même pour 4; et d’après (118), (131) et (99) on en déduit les 


relations (108). Enfin, d’après (132) et (118), 


1 RES cos | 1 1 } 
ki i x — tang) cost ue Rn 

ce qui redonne (109). 

>>. Abordons maintenant le second des problèmes posés à la fin 
du n° 49; et nous plaçant dans le cas général où les axoides & et E, 
ne sont pas cylindriques, nous allons montrer comment, à partir d’un 
couple donné (S, S,) de réglées conjuguées, on pourra déterminer le 
trièdre central (1, T, G, H) des axoides, et les éléments centraux, k, c,. 
Cm) À, ainst que p,, et oy. Connaissant S et S,, on connait T;,——i, 
G,—k, H,—j; donc, d'après (61), la détermination de T, G, H 
revient à celle de J et 9; et celle de I se ramène au calcul de 3, de d 
(et deasiSetsS, sont développables). 


1° S et S, sont développables. — La seule donnée des positions 
de S et S, à l'instant ¢ ne suffit pas pour la détermination du trièdre 
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So 
ii Soi + 
de glissement, dans G et &,, des points de contact N et N, de la géné- 


ratrice commune à avec C, et Cy,, ces vitesses étant estimées positi- 
vement toutes deux dans la même direction, celle de j, par exemple. 
Orona 


des vitesses 


central. Nous supposerons que l’on connait le rapport 


Abe == 
R et R, étant les rayons de courbure estimés positivement dans la 
direction de T, (donc de —i); on en déduira o* : p; d’après (111). 
Bornons-nous au cas où 9” : 9° <1; on calculera 0 d’après (1o1) en 
utilisant les indicatrices des réglées, c’est-à-dire de C, et Cy, ou en 
observant que, T et T, étant le rayons de torsion de C, et Cy,, on a 


T d 
Co. R - On aura ensuite tangy en formant += d'après 


(110), et (111), et d’après (110), on en déduira o,, et o;. Or on 


aA— 
Ch 
\ 


connait a,—a, ainsi que > a ‘das donc (115) et (62) fourniront d 
et A (du moins pour een toes ~ cos) cotgo,, et cos0+0). Les 
formules (94) donneront alors 


“a  __osin0 + cos6 
a—a_ (p,—p) cos) Pa» 


et, par suite, a, et a,; dès lors (113), et (115) définiront # et z; 
enfin (114) URL CPAS 


2° Sets, sont gauches. — Connaissant la distribution des courbures 
le long de 4, on aura #' et &, d'après (52) (on formera, par AE te 
la dense des courbures ds sections planes de S normales à d'en 
deux points de 2 symétriques par rapport à [,); on aura ainsi 9” : 0: 


d'après (102), et si ce rapport est Ar (c’est-à-dire si £':#£1)onen 


déduira comme tout à l'heure 9, Mar le Suara Oms Pre Les qnalons (99) 
et (103) donneront d et /; on en ne a A d'où & et 3 d'après 
Po 


(124) et (125), et l'on aura c,, et cr au moyen de (123). 


VI. — Extension d’une formule de Disteli. 


56. popes nous de déterminer les axes instantanés des mouve- 


ments = "et = où G, désigne le triédre central commun des surfaces 
4 
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gauches S et S, (n° 53). La rotation de = est 
w=(3 +k) ao, 

p 
(i, j, k ayant toujours le même sens qu'au n° 45), ce qui définit la 


direction de l’axe instantané de “A On a alors 


ale) OF [de ae \ (de\?, A (de\?, 
w,, /\ lifes dE) AN (Ayk + (Se) == oy 1) a) Peu A (53) 1, 


avec 
A= ky(t — 9" tang)) — co = h — K + 5 tang) + d(2 tang0 — p* séc’0), 
la dernière égalité résultant de (99) et (103). Cela étant, l'axe héli- 
rs . z G \ x 0 = 
coidal instantané de — est la parallèle à w, menée par le point 


4 IS : , 
. 4 
soit 
Jo=14+2H + 1, 
avec 
Qp* 
l= d+ — 2 — 
1 — 2p* tang) + p** séc?0 
ou 


d+p*(h— k+ ztangd) 


1 = eh NET DOS FETE T te 
1 — 29* tang@ + 0** séc?0) 


L’axe est ainsi bien déterminé. Or on peut écrire, d’après (90), 


cosy 0* ; ) 
= AU - a ( : 
We =lcosy + —— 5 (- 30 sin J H; 


/ 


désignons par y l’angle de w, avec H, de telle sorte que 


ae cos? 0) 
a ges 2p* tang + 9** séc?Q’ 
il viendra 
i _ d+p*(h—k-+2z tangh) 
iy ue cos? ( A 
et l’on pourra écrire, en procédant de même pour à» 
s 
ih le h—k-+ zs tangy 


sin?y, sinty  W cos d 
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Cette formule a été donnée par M. Disteli dans le cas particulier 


où S se réduit à une droite (p"—0, + y = = — 0, /=d)('). 


VII. — Roulement ponctuel. 

57. La méthode du n° 8 fournit encore des résultats importants 
dans le cas où S, désigne, non plus l'enveloppe des positions de S par 
rapport à G,, mais seulement une surface de ©, à laquelle S reste cons- 
tamment tangente, le contact ayant lieu, non plus suivant une ligne, 
mais en un point (ou des points) isolé. En effet, on pourra toujours 
procéder sur le point de contact, que nous appellerons encore »2(t), 
comme au n° 8; le seul fait nouveau, c’est qu'actuellement la trajectoire 
de m(t) par rapport à S,(S) ne pourra plus étre choisie arbitrairement; 
ce sera une courbe bien déterminée C, (C). Dès lors le rapport é, : 1, ne 
peut plus être pris arbitrairement; et l’on ne peut plus écrire que les 
équations (5) sont indéterminées, mais seulement qu’elles sont compa- 
tibles, ce qui se traduira en général par l'annulation d’un déterminant 
du troisième ordre. 

Nous nous arrêtons seulement sur le cas, important en pratique, 
où S roule et pivote sans glisser sur S,.'Les courbes C et C, sont les 
courbes de roulement; la vitesse d'entrainement de m est alors cons- 
tamment nulle; C, est donc l’enveloppe des positions de C par rapport 
à %,. L’axe instantané de rotation A passe constamment par m(t); avec 
les notations du n° 8 on a donc €=o0=—y, A=q, B——p. Nous 
choisirons l'axe mx, de &, de manière que p = 0; les équations (5) se 
réduiront alors à 

| (iT Tae lsu Sa 
(193) ) (s—S)i+(4—f)mn= 0, 


La = ita 
qin = § 


( 


) Voici le tableau de concordance de nos notations avec celles de M. Disteli : 


EDR iy Yk D rod (axes) LEURS ede iS 


We (re se) gue en ees 41 


5 te Pm © hl yz. xy (vecteurs-unités) —j i k H T G 
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et le vecteur £,i+ ,j sera une tangente commune à Cet C,. Suppo- 
sons t, —t>0; il viendra 


d’où 
(134) EST a ES EEE 0 

le cas t, —1 = 054s, —s exige £; =o =, avec (s,—5)y,=— g: 
c'est un cas singulier (n° 10). Enfin, si t, -t—=o=s,—-s, avec 
r, — 740, les équations (133) se réduisent à 


2! 


(m—T)a=—G Gut, 


Dans le cas général du roulement (£ et &, non cylindriques), (134) 
donnera, avec les notations du n° 33, 


Cert ee) sin () 
HN sin(® Say 


7 r 


soit encore 


(s;—s)? ac 1 \ sin 
ie r == || Se ge 
: Abe ( R, i) cOs@ 
Dans le cas où S, par exemple, se réduirait à une courbe C, on 
remplacerait r, s, 4, rl — s? par leurs expressions (n° 18); mais les 
équations (133) se raméneraient à l'équation unique 


1 SIN@ —7, COSO — 0); 


cette équation exprime que la courbe roulante C est tangente a la 
courbe de roulement C,. 


58. Les deux premières équations (133) ont déjà été obtenues sous 
une autre forme par Resal. Pour le voir, désignons par y et y, les 
angles de la tangente commune mt à C et C, avec ses conjuguées 
relatives aux indicatrices de Dupin de S et S, en m (ces angles étant 
comptés à partir de me dans le sens direct); soient p et p, les rayons 
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de courbure des sections normales menées par mt dans S et S, (ces 
rayons étant estimés positivement suivant mz,). Ona 


2 { Ge 
1 rei 28m ony ose __ snit(r—torm— sé: 
ie, D T= ree Pasko een 


et des formules analogues pour S,. Ajoutons alors membre à membre 
les équations (133), et (133), après les avoir multipliées d’abord par 
net — &,, puis par , et n,; il viendra 


coty, SOEY Jo. qt 
pi p bah Tig 
et 
: I ey = qin 
(135) à ke 2 — En 


d'où, par division membre à membre, 


I 1 
— cotÿ1 — — coty 
(136) COUV = ___f__, 


I 
pe 
V désignant l’angle mt avec la projection de A sur le plan tangent (cet 
angle étant compté a partir de mt). Or, les équations (135) et (136) 
ont été données par Resal dans son Traité de Cinématique pure 
[formules (2), p. 158, ou p. 160 et (1), p. 157]. 

Observons enfin que, dans le cas actuel du roulement (§ =o =n), 
les équations (133), où le second membre de (133), est remplacé 
maintenant par p, pour plus de symétrie établissent une relation 
d’involution entre la tangente mt(€,, 4, ) aux courbes de roulement et 
la projection (p, g) de la rotation instantanée sur le plan tangent 


(m—T)ap+(si— 8) (Sag + np) + (a— emg: 


C'est involution des directions « cinématiquement conjuguées », 
étudiée par Beltrami et par Bianchi. 


SUR LES 


SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS DU SECOND ORDRE 


QUI ADMETTENT 


UN GROUPE CONTINU FINI DE TRANSFORMATIONS 


Par M. GUÉRARD pes LAURIERS. 


Introduction. 


La détermination des systèmes différentiels du second ordre, dont 
les courbes solutions admettent un groupe continu fini de transforma- 
tions, a fait l’objet des recherches de Lie dans le cas d’une seule équa- 
tion y"— f(xyy'). Le groupe admis par une telle équation peut 
comporter : un, deux, trois ou huit paramètres. On se propose ici 
d'examiner comment ce résultat s’étend à un système de plusieurs 
équations : on suppose les dérivées secondes x; fonctions holomorphes 
des dérivées premières x, au voisinage de x; = o. La détermination 
des espaces, dont les géodésiques admettent un groupe, est un cas 
particulier de la question proposée. 

La méthode suivie par Lie constitue une application de la théorie 
des groupes : tous les groupes sur deux variables ayant été déterminés, 
on examine, relativement à chacun d’eux, s’il existe une équation 
qui l’admette. La considération des êtres géométriques associés à 
l'équation sert, d’une part à éliminer à priori certains cas inutiles, 
d'autre part à exprimer sous une forme indépendante du choix 
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des variables certains des résultats; et notamment, le cas dans lequel, 
l’équation étant réductible à y’” = 0, ses solutions sont les transformées 
des droites du plan dont l’ensemble admet le groupe projectif général. 
Nous nous plaçons ici à un point de vue plus analytique et utilisons, 
pour l'un et l’autre objet, des symboles covariants attachés au système 
donné. 

D'autre part la détermination complète du groupe devient rapi- 
dement, lorsque n augmente, un problème trop compliqué pour que 
la méthode de Lie permette d'obtenir le moindre résultat. Il est 
nécessaire de tenir compte, si possible au stade de ses équations 
de définition, des conditions limitatives imposées au groupe du fait 
qu'il est admis par un système. En retour, les conditions de structure 
permettront souvent d'obtenir beaucoup plus rapidement un résultat 
implicitement contenu dans les équations de définition. On ne peut 
donc, en rigueur de termes, parler ici de méthode; sinon d’une 
méthode de balancement qui envisage, tantôt les conditions propres 
au groupe comme tel et qui seraient le fait d’un groupe quelconque, 
et tantôt celles qui résultent des équations de définition à partir 
du système différentiel proposé. Il est d’ailleurs impossible de préciser 
à priori le rythme de ce balancement; et ce qui se trouve ici réussir 
au moins partiellement, c’est plutôt l'absence de méthode jointe à la 
systématisation d’un point de vue : mettre en relation des éléments 
covariants ou invariants attachés au système avec des éléments de même 
nature caractérisant le groupe. En ce qui concerne ces derniers, ce 
sont les racines caractéristiques de la partie linéaire des transforma- 
tions du premier ordre et le nombre de ces mêmes transformations 
qui s’introduisent le plus naturellement. La mise en œuvre des con- 
stantes de structure elles-mèmes n’est malheureusement pas conforme 
à la nature de la question : à une même structure peuvent en effet 
correspondre certains groupes admis par un système différentiel et 
d’autres qui ne le sont pas. 


Indiquons rapidement la marche de ce travail : 


Le Chapitre I précise le mode de représentation du système diffé- 
rentiel proposé : il n’est pas toujours indifférent de faire choix d’un 
paramètre distinct des variables (système S) ou de prendre l’une 
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d'entre elles comme paramètre (système L). Le cas dans lequel ces 
deux modes de représentation coincident est celui des systèmes G qui 
conviennent aux géodésiques. 

Le Chapitre I excepté, le présent travail sera limité aux systèmes G. 
Nous indiquerons ultérieurement comment les résultats obtenus 
s'étendent aux systèmes S et L; il suffit, en ce qui concerne la cova- 
riance (Chap. II), de conventions judicieuses, mais la généralisation 
des chapitres suivants exige des calculs considérables. 

Le Chapitre II définit des éléments covariants attachés au système 
différentiel; indique les conditions nécessaires et suffisantes pour que 
celui-ci soit réductible à x} =o; définit, à l’intérieur de certains 
systèmes covariants, des systèmes covariants plus restreints qui 
peuvent être nuls sans que les premiers le soient. 

Le Chapitre III donne les équations de définition du groupe; 
détermine les systèmes qui admettent un groupe dans lequel figure 
au moins une transformation du second ordre; étudie, l’existence 
de transformations du second ordre étant exclue, la limitation du 
nombre des transformations du premier ordre; précise enfin la distri- 
bution de leur ensemble (désigné par y) : on ne peut en effet choisir 
arbitrairement celles qui doivent être envisagées comme indépen- 
dantes. 

Le Chapitre IV étudie le comportement réciproque des transforma- 
tions d’ordre o et 1. Si l’on désigne en effet par Y une transformation 
d'ordre 1 et par X; les transformations d'ordre o, on a 


NN px. 
(1) Y F2 0; Xi, 


. 


les 6; étant d’ordre 1. Si l’on réduit les transformations à leurs termes 
de l’ordre le moins élevé, l'égalité (1) vaut, en y réduisant les 0; à leur 
partie linéaire. En particulier, à une égalité 
(2) VEUX 

3 2 , # , I # 
correspond, pour les termes de l’ordre le moins élevé, une égalité 


(at) Eire 


14 
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Les égalités (2!) résultent immédiatement de la distribution des trans- 
formations de y supposées connues. Mais il est fort utile de savoir dans 
quels cas une égalité (2) permet de conclure à une égalité (2). En 
d’autres termes, les deux transformations X et Y forment un couple, 
c’est-à-dire sont proportionnelles : en résulte-t-il que X et Y forment 
elles-mêmes un couple ? En d’autres termes encore, le fait que les deux 
transformations X, Y forment un couple au second ordre près [ce 
qu’exprime l'égalité (2’)] entraine-t-il que ces mêmes transformations 
forment un vrai couple conformément à l'égalité (2). La disparition 
des transformations du second ordre inclinerait à le penser, mais la 
réponse n’est affirmative que sous la condition X(0) +o. 

On considère alors l’ensemble de tous les couples existant dans le 
groupe et on les réduit simultanément à une forme canonique. On 
trouve en général un sous-groupe du groupe linéaire. 

Enfin on peut examiner l'influence de l’existence des couples sur la 
détermination du groupe : le problème se trouve ramené aux seules 
variables qui n’interviennent pas dans les couples. Mais nous laisserons 
de côté ce point qui a d’ailleurs un intérêt surtout théorique. 

Le Chapitre V considère les seuls termes du premier ordre des trans- 
formations de y en regard des éléments covariants attachés au système. 
Une relation très simple entre les racines caractéristiques de la partie 
linéaire de toute transformation et les symboles R‘,, (qui jouent un 
rôle analogue à celui des symboles de Riemann) permet ensuite de 
déterminer complètement les termes du premier ordre de y dans les 
trois cas: G. M. [ groupe maximum : (n — 1) (n—2)+3 paramètres]; 
G. S. [groupe sous-maximum : (n—1) (n—2)+2 paramètres] 
(n quelconque); nr —3. 

Le Chapitre VI comporte la détermination du groupe et corrélative- 
ment du système qui l’admet dans les trois mêmes cas. On peut soit 
passer par l'intermédiaire des formules de structure, soit utiliser la 
théorie des couples. 


Des calculs auxiliaires considérables n’ont pu être insérés dans le 
texte; on s’est borné à développer les cas les plus simples, susceptibles 
9° 2 La e La Ld ’ 
d'illustrer, sans trop de longueur, les considérations générales placées 
au début de chaque chapitre. 
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La numérotation des équations est indépendante pour chaque 
chapitre; et, sauf mention contraire, un renvoi doit se prendre dans 
le chapitre où il se trouve. 

La numérotation des résultats et celle des définitions concernent 
l’ensemble du travail. 


CHAPITRE I. 


ÉQUATIONS DE DÉFINITION DU SYSTÈME DIFFÉRENTIEL. 
CHOIX DU PARAMÈTRE. 


Les courbes solution d’un système différentiel qui admet un groupe 
demeurent invariantes dans leur ensemble par une substitution 
quelconque du groupe. Si ces courbes sont représentées paramétri- 
quement, le paramétre attaché au systéme sera en général modifié au. 
cours de la transformation, c’est-à-dire que les points des différentes 
courbes solution qui correspondent à une même valeur du paramètre 
ne sont pas en général transformés les uns dans les autres par le groupe. 

La question de savoir si un système différentiel admet un groupe 
requiert donc la détermination des systèmes qui sont équivalents au 
système proposé, à un changement du paramètre près. 

Soit donc 


(SIT Ex Fe. + ne re trees lp Le. 9 (= 2-20) 


un système différentiel du second ordre. 

Les f sont supposées fonctions holomorphes de leurs arguments 
Lis Los ..-, L, dans le domaine où on les envisage. 

Les x sont fonctions d’un paramètre t 


Le développement (S) suppose que les S; sont des fonctions holo- 


‘ à dz; 
morphes des (4) dans le domaine (&) = o; nous nous placons 


dans cette hypothèse. 
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Nous nous proposons d'examiner la relation entre le paramètre ¢ 
du système (S) et le paramètre 6 d’un système = équivalent au sys- 
tème (S) 


ET ht dx 
(S) We = 8i(2|%) 
a? x: Sf a Gea 
(3) LE =2,(2 a) 
Formons 
aes I (ax, Az; ax, aay 
© TES NE h dedi dene 
dt 
galt Wien pes an basis 
RU TEL a0 
wi Es AXn ‘ 
dt ) uy 
d’ou 
SF dan sq 
ee ape dd dû 
\ dt ) < dan 5 dx; 
‘ do " dû 
(2) ( ; dy, in) dx ( : da,, dæ,,\ dx; (ft \ 
eI Sr THB G04) G0 OG. TO ne dt 
a ( ; AL; dxr, An ( . dy, ae 
; Prise. do si PTE ) do a Treat PTE ene ae : PTE 
ID Oy Lyne gt Tel) Dyna, LEE De NU 


“On supprime, comme il est d'usage, les signes de sommation 
inutiles. | 


On peut, de la relation (2) (ou de celles qui s’en déduisent en 


; 
modifiant la Fan ere tirer sans intégration 3 We, de as 


à condition que 7 gf "en disparaisse pas. Or, pour que 4 — Fe 
il faut 
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dx; aU : : 
Les —> ne pouvant être liés par aucune relation indépendante 


dx; 
des a? On en conclut 


(3) 1 0, frire, ieee St SO er: a eG (Deas 


? PM gee ps 


GINS oe ; : : ë 
Alors (3) disparait des relations (2) qui se réduisent à 


De, 


jé i her, i 
(4) x — Djj- EjG)x; + Ex 0);. 


P,. Deux paramètres t et 0, qui correspondent à deux représentations 
différentes d'un méme système (S), sont liés par une relation du type 


dx 
dd 


(qui peut s obtenir sans intégration), à moins que le système (S) ne se 
réduise à 


ë T0 


C 


(G) = fae, + Ti 
R étant une forme indépendante de ï 
R= 0+ Pp XL) + PrsByp Bet easy 


En particulier, si l’on n’a pas f==<‘,6 la fonction H est une fonc- 
tion holomorphe de ses arguments pour des valeurs de ceux-ci qui 
rendent non nulle l’une des expressions 

(5 AG aL, ttn \ y 
[Ge ee ae |: 

D,. Les systèmes (G) comportent comme cas particulier les équations 
des géodésiques d’un espace riemannien, d’où leur désignation. Les sys- 
tèmes (S) sont ceux dans lesquels les wariavles Bi, Li DS, By jouent un 
rôle symétrique en regard du paramètre t qui ne figure d’ailleurs pas 
explicitement dans les équations. Enfin nous désignerons sous le nom 
de système (L) un système du second ordre de la forme 


ax; dr, dry, 


(L) dat =e) lt ae me ea oe as dx, ax), 


14% 
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les f sont des fonctions de x&,,...,æ,;les indices t; r,,...,r, prennent 
les valeurs 1, 2, ...,(n—1). 


C’est en effet sous cette forme que Lie les a considérés pour déter- 
miner les groupes qu’ils peuvent admettre. 

Retenons donc que si un système (S) n’est pas réductible à un sys- 
tème (G), on peut obtenir tout système équivalent à (S) en posant 


dQ a) 
dû 9 


(5) Sen (x 


d’où l’on déduit successivement 


da) a dû OH dz; OH da, 
de — dt 0x, dd | dx, a® 
s ne 
5 db 


et, en substituant dans (S), 


(6) 


dx; dx; | 0 logH dx, 0 log H x, 
PT al MT dae | 

“do 
Ga de dr, 


=pli+ eyes te HP fh St ae - 
d5° 
remplacé H par sa valeur, donneront un système & équivalent a(S), 
mais écrit avec le paramètre 0. 
En ce qui concerne les systèmes G, il est aisé de trouver directement 
des conditions analogues. Soient 


Les équations (6), résolues en » et dans lesquelles on aura 


5) a? x; fi ax, ax; dx, 

{ x = ——_—_— — et 
dt? a ame Gas 

& OP 5 est cy ds dx; 


ay — * ae “ae * “ao © 


deux formes équivalentes du même système. On obtient immédiate- 
AL. : x 
ment, en calculant 7x à partir de la première forme, 


dv fi A AT 
PTE R rs — Prs) je ae 


AU PT HT dx; 
(a dt “do 
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Et comme il ne peut exister aucune relation entre les <=, 
c. 3 à ; la dx, 
) eer ne =: ser PRO oe 
(4 Jit Pik EjOx + EL; R= 24,,...,, dt dt 5 
d dû dû AR dx dx, 
= log +9 —R 9 us — Ÿ LD te tale Sale 
ee ae Er ane HE Gioia. eer aaa, 1 di 


P.. Les conditions nécessaires et suffisantes, pour que les deux formes 
envisagées pour le système (G), l’une (S) relative au paramètre t, 
7) ° 3 . z . 
l’autre (È) relative au paramètre 4 soient équivalentes, sont 


Ji Vik = Gj or + Er; 


Ces conditions montrent à nouveau que la réductibilité d’un 
système (S) à un système (G) constitue une propriété indépendante 
du choix du paramètre. 

Les quantités ¢ et w, sont des fonctions arbitraires des æ : on peut, 
en les modifiant, obtenir tous les systèmes (2) équivalents au sys- 
teme (S). Pour un choix déterminé des o, w,, l'équation (7) permet 
de passer effectivement de la forme (S) à la forme (2) : w,, a, « sont 
en effet, le long d’une courbe solution, des fonctions de £, et (7) cons- 
” titue une équation différentielle. Elle établit, sur chaque courbe solu- 
tion, la loi de correspondance entre les deux paramètres, mais cette 
loi varie en général d’une courbe à l’autre et c’est pourquoi cl est 
impossible de l'obtenir sans intégration. On peut d’ailleurs lever 
l’indétermination de ¢, w, par les conditions 


C—O. Do > TREND 0 (KA —1;2,.:.,0), 
i 


(8) : 


Il correspond une fonction f(t) à chaque choix des w. Dans le cas 
particulier où X représente les géodésiques d’un espace an dimensions, 
il existe un choix des « tel que 4 soit, pour chaque géodésique, une 
: fonction linéaire de l’arc. 


Enfin si deux paramètres ¢ et 9 répondent l’un et l’autre aux deux 
bie d9 : , AE ape ; 
conditions (8), on a >> =o. Le paramètre d’un système assujetti aux 
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conditions (8) est déterminé à une substitution linéaire près, ce qui 
souligne le caractère intrinsèque de celles-er. - 


P,. Notons qu’étant donné un système (G) on peut faire apparaître 
ou disparaitre de ses équations telle forme R donnée arbitrairement : 
il suffit d’un choix convenable du paramètre. 

Les systèmes (G) se présentent donc dans l'étude de l’équivalence 
des systèmes (S) entre eux. Nous allons les rencontrer à nouveau à 
propos de l’équivalence des systèmes (S) et des systèmes (L). Les 
solutions d’un système (S) dépendent de (272 —1:1) constantes 
arbitraires; celles d’un système (L), de (2n—2) seulement. Un 
système (S) n’est donc pas en général équivalent à un système (L), 
mais il est aisé de préciser à quelles conditions il doit satisfaire pour 
jouir de cette propriété. Les valeurs des ea calculées par les 


cae ¢ 


formules (1) à partir du système (S) proposé doivent dépendre 


; da; . 
exclusivement des rapports 7—~- Les expressions 
Le 1 
der dr 
S SE ies AEs 
(22 ais ai dt 


doivent donc être des fonctions homogènes et du troisième degré 


À 
en 

Réciproquement d’ailleurs, si ces conditions sont satisfaites, le 
système (S) est bien équivalent à un système (L). llen résulte que, étant 
donné un système (L), on peut toujours, d’une infinité de manières, 
trouver un système (S) qui lui soit équivalent, au moins si l’on n’impose 
aucune restriction à la nature des coefficients de celui-ci. Il suffit, 
dans les équations 


ue Ter ose 
) dt {t 
(8) eee h sakes L; (~ 


HAS EN 
ai 


/ 


dx, | 


’ 
Ue, 


/ 


ee : à ; Lr; 
de prendre pour —~" un développement arbitraire en — et de calculer 
L ( 


les autres dérivées secondes. Mais si l’on suppose, comme nous l'avons 
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: ; / dx; 

fait, que les S; sont des fonctions holomorphes des (9) dans le 

domaine de =o, il n’est plus vrai qu’il existe un svsti S) 
a) 0: plus q xiste un systeme (5 


équivalent à un système (L) choisi arbitrairement. Dans les conditions 
de régularité précisées : 


P,. Un système (S) et un système (L) sont équivalents si et seulement 
st ils sont équivalents à un système (G). ll est aisé de le voir sur les 
équations (8) : 


a. soit en partant des premiers membres | système (S)|. 


Comme ce sont des fonctions homogenes du troisiéme degré 
holomorphes dans le voisinage des valeurs o, ils se réduisent à des 
olynomes du troisième degré. Deux groupes homogènes, d’un 

) 2 8 


à yes dx; \ ; : 
même degré différent de deux en ( 7 )? et appartenant l'un a $, 
l'autre à S, satisfont à 

nt op dt 2, 


dl 77 
d’où l’on déduit immédiatement le résultat. 


b. soit en partant des seconds membres | système (L)]. 


. . , dr; . 
Les L; deviennent, si l’on y remplace dx; par = des fonctions 


: ; dr; ; ; : 
homogènes de degré o en —- Comme ils doivent être holomorphes 


dt 
i are : Gigs : 
aprés multiplication par (S$) »1]S ne peuvent contenir que des 
carte t dy; à 
termes du troisième degré au plus en 7—- Par suite 
Avera werd bake dr, 5 
Poy a ais L LT Need bse Mowe anit yk cob ask ise eed Fe eal Ni 
Li; Lal ty CPR abies, | AE d ( | 


Pan 


Les equations (8) s’écrivent 


dr, da ds dr Can = j'( ae, ‘} (yi a) (St) 

‘dt de ratés CERES BO Tat dl 
(9) pp lied ire 0 a ist 
| 5 ( es Te lee RTE UNE 


(NS URSS 7 LUS 
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mee tous a termes du premier membre contenant en facteur 
soit = soit D, il en est nécessairement de même de tous ceux du 


a Et comme, dans le dernier groupe, u, °, w sont différents 
de n, l’un au moins de ces indices doit être a az; et la solution la 


plus générale des équations (9), linéaires en a (Æ —T, TN 


s 


conduit au système (G) 


dx; GE Ne 5 dtp VAD, | » dt, das | dx; 
dt? hit de) | (Fi dt ) A0 Igor 


On voit de plus que, si l’on écrit les systèmes équivalents (S) [ou (G)| 
et (L) sous la forme 


dx; ni dr, dx. à dx; Ÿ : Le ARE 
(eric it amy ER 


dha CU dh. dé CAEN 2 eine a 

Le 
dx, Fi Fi du; _ GRANT dx, (F; AiG se 
is pay: eee hie, Given. CN era oe : 


ona, entre les coefficients des deux ee les relations 


F xf. ¥ 
ihe — ee IF - + at fu; — tik : : à > 
= ee gk fu Cis jg R oe IDNs 
ieee hi ene OL pj — iy 


JU 


(10) 


Les relations (10) montrent que Fj, est indépendant de #, comme il 
résultera d'ailleurs de considérations ultérieures concernant la 
covariance. On vérifie de plus, conformément à une précédente 
remarque, que la forme R n'intervient pas dans les relations (10). 

Si un système (S) ne vérifie pas les conditions (S) (p. 208), il est 
équivalent non pas à un seul système (L), mais à æ' systèmes (L). 
[Ul pourrait d’ailleurs être considéré comme un système (L) particulier 
de l’espace à (n +1) dimensions. | On pressént par là l'importance de 
la distinction des trois types de systèmes : (S), (L), (G), en ce qui 
concerne les groupes de transformations qu'ils peuvent adniettre. 

Désignons par L, les systèmes (L) (æ') auxquels équivaut un 
système (S). Désignons par T le groupe éventuellement admis par le 
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système (S) et par y; le groupe éventuellement admis par le système L,. 
Le groupe y, ne fait pas nécessairement partie de l'; il faudrait pour 
cela qu’une transformation quelconque de y, changeat toute solution 
de (S) en une autre solution; on est bien assuré qu'il en est ainsi 
pour les solutions qui appartiennent à L;, mais non pas pour celles 
de L;., quel que soit 2’. Considérons inversement le groupe let un y, 
déterminé. Désignons par y l'ensemble des transformations de T° qui 
lui sont communes avec y,. Du fait qu’elle appartient aI’, une transfor- 
mation de y est indépendante de À; en sorte que l’ensemble y 
demeure le mème, quel que soit le y, qui a servi à le déterminer. 
L'ensemble + forme d'ailleurs un groupe puisque le produit de deux 
quelconques de ses transformations appartient encore simultanément 
al et à és 

Mais l'existence de F n’entraine pas celle de y, ni inversement. 
D'autre part, y peut s'identifier à chacun des y, eux-mêmes semblables 
entre eux, étant plus ample que y. On peut montrer effectivement 
que le groupe maximum admis par les systèmes (S) est plus ample 
que le groupe projectif général qui est maximum pour les systèmes (L). 

Terminons par un exemple ces généralités relatives au choix du 
paramètre. Considérons le système 

a? x; 5 


(Ss) PTE 7) (= A; e'+ B;e-!). 


Entres trois quelconques des a, il existe une relation linéaire et 
homogène; on achèvera de déterminer les courbes solution par leurs 
projections sur l’un des plans de coordonnées que nous appelle- 
rons æ0 y. On trouve un système de coniques qui dépendent de trois 
paramètres 


(C) Aa? + aBay + Cjy?+ 4(AC — B?) = 0. 


Passons du système s à un système / 


Qa, a aE) | dr; Ly 


de ade dt)" dé, de 


NE © e- no AR, Oba 
( dt ) PS (a Mic dx ote: in 


La valeur de 
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aa 


doit étre compatible avec Te — +,. On obtient 


a2; I dx; ) 
a) 
AL; D AX, 


avec 
dr, 
; ID FE TR dx 
Od KA N OD dr, IW € ne ee 
DL LOL AR, ak A CUT ~p 
d- 
das 
On peut prendre-par exemple 
A: V2 SAIT: 


dx; Test Naa, 


S'il existe au moins deux valeurs de z, on retrouve les relations 
linéaires «a;-+- Ba,+yax,==0, et le système / comprend en outre 
l’unique équation 


1 Ÿ — x) 
Ga) Wiss a 
(Co) ax? — xy + B—=0o (ie="o) 
(CG) ( =) - Dei (AZ 0) 
M 


Toutes les coniques (C;) qui correspondent à une même valeur de À 


sont tangentes aux deux droites : æ—=+y— À. Une famille (C;) 
déterminée ne coincide donc pas avec la famille C. Il y a seulement 
équivalence entre C et l’ensemble des (C;), c’est-à-dire entre s et 
l’ensemble des (4). 

La recherche des groupes correspondant aux systèmes /est simplifiée 
par la considération des multiplicités solutions que les changements 
de variables respectifs 

fet = ily [tly rte) — ou + ef 

os D Ds 
raménent à des multiplicités linéaires qui admettent, dans l’espace uw, 
‘, le groupe projectif général. En effectuant le changement de 


7 ON ee 
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variables inverse, on est conduit aux groupes 


rx. >) rat, In sf Po deme 6 ets 3) 
ne 
Cr) ={—25 Jet a Vans 0 
[Sete dt LE nur 
, jd: Lol Een 
(yr) Lie Aa (TT, 2, n); 
273 Li, k =, 2 prb rage fa eee 


Tous les groupes (y,) sont semblables entre eux et semblables au 
groupe projectif général. | 

La recherche du groupe admis par le système s conduit aux résultats 
suivants | 


, 


a 


ty) à of ; 
Tyan oh, Dry r (Uae ira Un ety see JL), 
IN 
GE) HAN EN , 
G als | paramètres, (TE TN = eT — ET rx 


(Uy, Ug) =o, (Tig, Un) = ef Un EU: 
Le groupe y, effectivement indépendant de A, est 


(y) A (eis Ones one, Oca: 


Nous remarquerons sur cet exemple que la similitude des groupes y; 
n’entraine pas que ces groupes fassent partie de (I’); et qu'on ne peut 
pas même déduire du nombre des paramètres de (I) une limite 
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supérieure du nombre des paramètres de y,. Il faudrait ici que l’on 
eut 


I 
n(n 7 aies ) + n° (n2=3). 
= 2 


Il importe donc, à chaque étape de la résolution du problème, de 
distinguer deux cas : celui des systèmes (S) et celui des systèmes (L). 
On est utilement guidé par la considération des systèmes (G) qui 
constituent comme un noyau commun aux deux cas. Pour ne point 
trop alourdir le présent travail, nous nous bornerons à développer ce 
qui concerne explicitement les systèmes (G). Avant d’aborder cette 
étude, nous rappellerons et étendrons quelques considérations de 
covariañce. 


CHAPITRE IL. 


ÉLÉMENTS COVARIANTS ATTACHÉS AU SYSTÈME DIFFÉRENTIEL. 


Le fait d'admettre un groupe constitue pour un système différentiel 
une propriété invariante par toute substitution effectuée sur les 
variables. Les relations qui traduisent cette propriété, étant done 
invariantes dans leur ensemble par une telle substitution, ne doivent 
faire intervenir que des éléments covariants attachés au système. 
Nous nous proposons de construire plusieurs ensembles covariants 
attachés au système différentiel donné : simple extension des procédés 
habituels du calcul différentiel absolu. Nous chercherons surtout 
à déterminer l’ensemble des conditions auxquelles se trouvent soumis 
certains systèmes covariants du fait que quelques-uns de leurs éléments 
sont assujettis à prendre des valeurs numériques fixes. Ceci revient, 
en fait, à mettre en évidence une covariance plus restreinte à l’intérieur 
de systèmes covariants déjà obtenus. 

Le changement de variables 


t= hilly; 2 -..; ¥n) (r=, 2, ---, N) 
fait passer du système 


a, y Git, a2; dif. dz, ; : 
de Io ae det Et Ge te) OS a= fio) 
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au système 


Oye = i dy, dy, dyif dTy | 
ea EN dde. de (e +02 2 CHR ] (OP Pa Panic} 
Et l’on a 

ue Fee Pay GE 4 + (p 2), 

: =. i 0x, Ox dx 

Be i ja | 8 Oy; a? en’ 

to [Stave tae Joe 


On voit donc que tous les f sont covariants à l'exception des /;,. 


D. Il est possible de définir, à partir des f',, des symboles cova- 
riants jouant par rapport au système différentiel le même rôle que les 
symboles de seconde espèce de Riemann à l'égard d’un espace riemannien 


of d'or | 
(1) Sees he SA Sis Ii): 
? fey | 
Il est facile de vérifier la covariance. D’autre part, R;,, a les mêmes 
propriétés de symétrie que le tenseur riemannien, auquel d’ailleurs 
il se réduit pour ceux des systèmes G qui représentent les géodésiques 
d’un espace de Riemann ('). 
On peut également, au moyen des symboles /‘, étendre au système 
P 8 Af jh y 
différentiel la théorie de la dérivation covariante attachée d’ordinaire 


à une forme quadratique. 
Le système que l’on obtient par dérivation d’un tenseur n’est pas en 


(*) On sait que, dans la géométrie relativiste d’Eddington, la présence d’un champ 
électromagnétique est liée à la non-intégrabilité des longueurs comme la présence d’un 
champ de gravitation à la non-intégrabililé des directions. Les symboles R ici définis 
peuvent être associés à un espace pour lequel il n’y a pas intégrabilité des longueurs; 
les systèmes G constituent alors les équations des lignes (univers d’un tel espace. Du 
point de vue des espaces à connexion projective développé par M. É. Cartan, on peut, 
à tout système G, associer d’une manière irtrinsèque un espace à connexion projective 
normale, dont les géodésiques sont les courbes intégrales de G; tandis qu'il y a une infi- 
nité d’espaces à connexion affine admettant ces courbes pour géodésiques. | 
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\ . DES . , Ce 
général un tenseur. Mais on vérifie aisément que, si € et "; sont 


des tenseurs, 


sont encore des tenseurs. à 
En général, X%%:%" étant un tenseur, 


a; 
pees -Om 


| - 
; X24 “Or LES Xs, ba ( Aide it à 7 a. Ge 
(2) Xe Be] a — LE > = fi Are ie >» SN a abe 
0 


iu b, 


est encore un tenseur. 

Nous appellerons dérivation covariante par rapport au système 
différentiel donné et nous désignerons par / l’opération exprimée par 
la formule (2). Nous désignerons, comme il est d'usage, par une 
virgule la dérivation ordinaire. 

A la permutabilité de l’ordre des dérivations correspond dans le cas 
de la dérivation covariante 


É Xe 2« ee ayy m | — 5 gere. m seem 
(3) Cea s i leer Fe dy ee lan =>, Rx Xf b tr . —> Rénk Xÿ; de 
iu ê iu he 
Le tenseur R;,, est lui-méme susceptible de dérivation covariante 


et les symboles R satisfont, comme il est facile de le vérifier, aux trois 
types de relations 


(4 ) Rigi he O0, 
(5) Ru + Re + Rix 0, 
(6) Rjapiy + Ripyra + Riyays= 0. 


La relation (6) se réduit à l'identité lorsque deux quelconques des 
trois indices «By sont égaux. 

Pour que les symboles > soient des symboles de Riemann, il est 
nécessaire qu'il existe un covariant double symétrique a;, dont les 
dérivées covariantes soient nulles. En écrivant 


Cikjh =O 
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on retrouve immédiatement 


La condition est par conséquent suffisante. 
Indiquons deux propriétés presque intuitives des systèmes cova- 
riants f et R. 


P;. La condition nécessaire et suffisante pour que l'équation 


(7) Taka © (PR M0 se Mpg Ny de. Op; 1 KES) 


sott tnvariante par tout changement de variables est que le systéme f soit 
de la forme 


(C) LEP gre Kas. ..ap + - onset Nis. Say) =] 0. à i ak 

Toy x hp st un Systeme covariant assujetti à la seule condition de symétrie 
par rapport à deux quelconques de ses indices. On sait d’ailleurs que le 
système <! est lui-même un tenseur. 

Nous noterons tout d'abord qu’une propriété tensorielle demeure 
inchangée si l’on remplace la substitution à laquelle elle est attachée 
par une substitution linéaire et si l’on suppose que le système covariant 
considéré est un système de constantes. On pourrait établir la propriété 
indiquée en utilisant une série de changements de variables convenable- 
ment choisis. Il est plus rapide de remarquer qu'à l'équation (7) doit 
correspondre un système covariant nul extrait du système TVR La 
dérivée covariante de ce système est elle-même nulle, et, comme on 
peut supposer que les f sont des constantes, on obtient 


I 


. a : ; 
di 9) \ y il AT 
—= Jn, (ge. ie Fgh Sigecteety — 0 (is see. pF 1! ). 


Gate ay 


Supposons que parmi les indices a,...a,, % soient égaux à 4, 


B égaux ab, ..., y égaux à c. 
La relation (7') s'écrit 
ae ie ee He be-tete DANS Pb ect VTT bbe,.,e = 0: 


C2 6 a—1 £6 y 51 3 Y—1 


220 GUÉRARD DES LAURIERS. 


Les quantités /%, pouvant recevoir des valeurs arbitraires, le coeffi- 
cient de chacune d’entre elles doit être nul; on en déduit, entre les /, 
des relations algébriques qui permettent de poser les formules (C). 
On vérifie ensuite la covariance du système À. 


P,. La condition nécessaire et suffisante pour que l'équation 


(8) Rix; 0 ip RD Aa RE UE SAUT ees) 


soit invartante par tout changement de variables est que le système R soit 
de la forme 


(9) Ru ci (haw Ain) + Eh — El djr (ie jones, ie AT 
Aj, étant un système covariant, symétrique ou non. 
La dérivée covariante du système (réduit à des quantités constantes) 
qui correspond à l'équation (8) doit être nulle 
— LR JR JR JuRi = 0 AS, ky D. 


En prenant par exemple A=j, puis r£j, k, /, le premier terme 
donne 
Rx 0 Inka), 


puis les deux suivants 
Ru O, n= oO ( th Be iy. 


En appliquant la dérivation covariante aux nouvelles équations 
obtenues, on voit que les seuls R',, non nuls ont un indice inférieur au 
moins égal à l'indice supérieur 


(10) Rig Riy (LEZ); 
(1 I) Riy= Re + Ri ( k ie 


Les relations (10) permettent de définir pour » 23 les symboles 
hi Riu Riv. eae 
Compte tenu de (11), on peut alors écrire 


(9) ju Ej Aet— Are) + thy — eb hj. (ce) 
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Ces formules, établies pour n> 3, valent encore pour n= 2, car on 
peut toujours poser dans ce cas 


(12) 


Les relations (9) n’imposent plus aucune condition aux R. 

Supposons vérifiées les relations (9) ou (12). Désignons par A; 
et A;, respectivement le système défini algébriquement au moyen des R 
qui correspondent à un choix (y) et à un choix (x) des variables. En 
remplaçant les R par leur valeur dans la relation 


Ov; 0x3 Oxy dr3 
PO Ore ON; OL OT? 


YE ea 
i 


on voit que le système À;, est covariant. 
Il est en outre soumis, pour n= 3, à certaines conditions diffé- 


rentielles que l’on obtient en substituant, dans (6), les valeurs (9) 


IV 


(13) di bai (25): 


La restriction n23 est essentielle : car pour n= 2, la relation (6) se 


. réduit par (12) à une identité. 


P;. Il résulte des relations (9), et de la covariance des sys- 
tèmes R;,,, kr, que le système 


(a) jk (jk At), 
(b) [Riau — R/;] VISE ARTE 
Le) [Riv—2Riv— Ré] (i, Ay TA) 


est un système covariant. 


Supposons en effet que les expressions (a), (6), (c) prises dans le 
système y soient exprimées en fonction des grandeurs du système x : 


(V) (a); ou (b),; ou (ec), = combinaison linéaire des Rx du système x. 


Le premier membre est identiquement nul si et seulement si les (R), 
ont la forme (9); mais cette forme étant covariante pour les R, il en 
résulte que les seconds membres sont identiquement nuls si et seule- 
ment siles(R), ont la forme (9). Or, comme on le verra dans un instant, 
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lorsque les R ont la forme (9) on peut choisir arbitrairement les À; 
IL est donc nécessaire que, lorsque les R ont la forme (9), les seconds 
membres de (V) qui doivent alors être nuls ne contiennent pas les À. En 
d’autres termes, ils ne peuvent contenir que des combinaisons des R 
qui soient indépendantes des À. Or les seules combinaisons de cette 
nature sont précisément(a), (b),(c). 


P,. On peut établir qu'étant données des quantités he satisfaisant 
aux relations (4), (5), (6), il leur correspond effectivement un système f”,. 


P,. Lorsque n23 la condition nécessaire et suffisante pour que le 
système ['., soit réductible par un changement de variables à la forme 
Dé PUISE : o 
S jr Sex + 8,8, est que les R;,, aient la forme (9). 


La condition est nécessaire comme te montre le calcul des R à partir 
des formules (1) où l’on remplace les /‘, par leur valeur. 

Mais on peut procéder de manière à montrer simultanément que les 
conditions indiquées sont nécessaires et suffisantes. Il suffit de revenir 
aux formules qui donnent les (F,), en fonction des (/%,), 


Oy; ON AN Oa Otis 


si 771 


QE PR EE ua os 
ik OO OTe ) OV; ON 


On veut avoir dans le système y 
Fi ef Ret &R;. 


dy; OV. 


En multipliant ces relations par or 


et sommant par rapport 
aux indices /, #, il vient 


dy, ae : À RAA 
dei * Bac ou ae) > ae gee) 

Les R; sont fonctions des y; d’autre part, ces relations doivent 
demeurer vérifiées, un changement de variables quelconque étant 
effectué sur les a, lequel d’ailleurs lajsse inchangé chacun des y. Il en 
résulte que, dans une dérivation par rapport à æ, les y doivent être 
considérés non comme covariants mais comme invariants. Et la relation 


précédente s’écrit 
Ove LE 
== he | (RE up 
; : | dx, a Ox), 
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Les quantités Re ; sont donc elles-mêmes des covariants et l’on 
peut poser 
dy 
Ike a 
à Ox) is 


Réciproquement, si l’on peut trouver des solutions y de l'équation 


JR FIV hn ORV I 


F 2 ° , à 63 I>) { ae a le 
satisfaisant d’autre part à la condition Diz) +o, la réductibilité sera 
À 
assurée. Mais, en ce qui concerne cette dernière condition, il suffira 


de choisir convenablement les valeurs des dérivées premières. 
Les équations en y s’écrivent encore 


JR AUTRE Pad 1 


Compte tenu des valeurs des R',,, les conditions d’intégrabilité, 
obtenues par (3), donnent 


(On — One) — YVR + dal 0 
avec 
rs Ok tT PROL- 

Les conditions d’intégrabilité seront identiquement satisfaites si 
les 9; sont nuls, c'est-à-dire si l’on peut déterminer les fonctions ¢ 
par les conditions 

On 10k — igs 
Les conditions dintégrabilité de ces nouvelles équations se 
réduisent, compte tenu des équations elles-mémes et des valeurs 
i 
des R;,,, à F 
Nikjh Like. 

Or on a vu que ces conditions résultent précisément des relations (6) 
lorsque n ? 3. 

Et l’on voit de plus que l’on peut choisir arbitrairement les valeurs 
Do Se, parce des R;et enfin celle des \ j,=—(Rj,+ RR,). 


P,,. Le méme calcul établit que, lorsque n=», la condition 


nécessaire et suffisante, pour que le système f';, soit réductible par chan- 


15. 
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* x ae ih. Se he bi ‘ 
gement de variables à la forme f,=€) 01+ 2,6; est 
M ii: 
le système covariant À, étant défini par les équations (12). 


Remarques. — I. I] résulte de là, et on le vérifie aisément, que des 
conditions du type (9) et (13), vérifiées pour les R:,,et les À, demeurent 
satisfaites quand on substitue aux /;, les valeurs /j,,+ €, gr + £;,0/- 


IL. La précédente réduction vaut séparément pour chaque valeur 
de l'indice supérieur ¢; ceci permet d’effectuer une réduction au moins 
partielle dans les cas où les changements de variables dont on dispose 
sont assujettis à certaines conditions. 


D, II. Nous dirons en général qu'un système fi, est CG s’il satis fait 
: DF dace 
aux relations 


2 


(C) D DU ane = ag 


AT », étant un système covariant symétrique d ordre (p—1). 


Nous dirons encore que les R',, qui ont la forme (9) sont C, tls ont 
effectivement cette forme lorsque les f;,, sont C. 


CHAPITRE I. 


LES EQUATIONS DE DEFINITION DU GROUPE 
ET LA LIMITATION DU NOMBRE DES PARAMETRES. 


SECTION I. — FORMATION DES EQUATIONS. 


Nous nous proposons d’exprimer que le système 


Bx; À es ax, Ax; 


(Ke — ee ie ti 
) de ae ap a 


admet un groupe que nous supposerons défini par l’ensemble de ses 
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transformations infinitésimales. Soit 


ie), ERY Sty nana’ ue 


Rs 


l’une quelconque d’entre elles. Nous supposons qu’on obtient, en la 
dx; dx; 
prolongeant, les transformations subies par = Vee eee 
Associons à X la a infiniment petite wu; if accroissements 


qui résultent pour x = de l’application de X sont, en négligeant 


dx 
ar = . 
les termes en u d'ordre supérieur au premier, 


62;—= ui, 
9 ax d dx Oe! . dae, 
— = 2 ate 
dh ae Ox, at? 


Sd. 4 3 ‘dx; 1 2 d'æ, VU ATS 
ideo dt fer ) =") 0x, de Ÿox,0x, dt “dt | 
Les transformées par X des équations (G,) sont par conséquent, en 


désignant pour plus de clarté par 9 le paramètre du nouveau système 
et en développant les seconds membres de (G,), 


dm (CE dx 
OF... OF dr dx, (ae di , VERT RAA D 7e 
re OX,” | ax, 0x, ad On, % dr, 0x, 09 dd 


do 


Pour que le système (G) admette la transformation X, il est néces- 
saire et suffisant que les deux systèmes (G, ) et (G,,) soient équivalents. 
Or on a vu[P,, p. 209] que deux systèmes (G) sont équivalents si et 
seulement si pushes | 
Sik — Qu = GORA Ex), 


d’où, compte tenu de (G,), 


Bt flee. — flees Ph fre = or + ho. 


(1) Dans le cas contraire, les systèmes du second ordre ne se distingueraient pas de 
ceux du premier. 
“ x ee 
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Il est facile de mettre le premier membre sous forme covariante 


BY j= bi fie, 
= (Ej) a Sele — Fras 
BY jaa Date Shee — Seni fo Do Send Sir. 


Les équations cherchées prennent la forme 
(G) Cia Ri = Et oy + ew). 

Ces mémes équations peuvent s'obtenir par la méthode classique 
de Lie en mettant le systeme (G) sous la forme équivalente 
tae Fe 


Ax: re, 


dx, A HE | Pa tae: os) 
_E n en 


} $ +- ea 
OT hen on AGEN | Gi aa, 


les F ayant les valeurs (I. 10) (p. 212). 


SECTION 11. — L'ORDRE DIFFERENTIEL DU PROBLÈME. 


Le groupe admis par le système différentiel étant supposé fini, on 
peut calculer les dérivées d’un certain ordre des © en fonction des 
dérivées d'ordre inférieur. Nous dirons que le problème est d'ordre p st 
les dérivées d'ordre p sont calculables sans que les dérivées d'ordre (p — 1) 
le sovent. On voit immédiatement sur les équations (G) [ou (L) ou (S)] 
qui contiennent les dérivées secondes des £ que le problème est au plus 
d'ordre trois. Nous allons montrer qu'il est seulement du second ordre. 
En d’autres termes, pour une transformation quelconque du groupe, 
les développements des £, supposés analytiques, commencent ou bien 
par des termes constants ou bien par des termes du premier ordre. 
Il résulte évidemment de la covariance que la propriété vaut simulta- 
nément pour tous les £. 

Les équations de définition du groupe sont 


(G) je Rips = 804 -+ tu. 


Une même dérivée troisième pouvant être obtenue de deux facons 
différentes, il en résulte des conditions de compatibilité 


a Su = a Cia RE RES, 
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Et, en calculant le premier membre à partir des équations G elles- 
mêmes, on obtient 


1) a ees i bi 
(1) (G’) Ojki = Fj (WO 7— Gr) + ju — S/W jp 
avec 
t em U ss ; rs Î ‘we a we & dod A A 
(2) Oj = Ris + Ru); Rasa Boas 8/1 — Boc2'/s- 


2 


Cette expression demeure la méme si l’on y remplace chacune des 
dérivées covariantes par la dérivée ordinaire correspondante; à la condi- 
tion évidemment de faire la substitution simultanément sur tous les termes. 


Appliquons, aux équations (1), la dérivation covariante par rapport 
à l'indice A, et remplacons les dérivées secondes par leurs valeurs tirées 
des équations (G). En désignant par € un ensemble linéaire de termes 
en Get en €',, il vient 


2 Ruo + Rio; + Rio + Roi 


= En Rj Ws + 8) (WK IN— ou) + ko jun — do jan + F&. 


Supposons tout d’abord n23. On peut alors prendre ;=h=7; 
Deis. DOU | 
GR Le. 
Si les R’,, sont différents de zéro (z, 7, 44) on peut donc calculer 
tous les w; en fonction des £' et des £'/;. Et, en substituant dans les 
équations (G), on aura 


l 


fx = fonction linéaire de </, £'; 


le problème est du second ordre. 
Pour que le problème soit d'ordre supérieur au second, il faut donc 
que l’une au moins des équations 


ie = ee) ( yl Ze) 


demeure vérifiée quel que soit le système de variables adopté. Il en 
résulte que tous les R;,, sont C [P,, p. 220]. Et l’on peut alors, 
puisque n23(P,, p.222) choisir les variables de telle sorte que 


Hs poil Le 
DE l'on 
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Le système proposé G est donc réductible à la forme 


C2 


1 ! , ! 
Ti Li > Pots... p Va,» +2 Vay 


p=0 


Si n—2, on peut toujours [P,, p. 222] déterminer un système 
covariant À; tel que les équations (II. 12) soient satisfaites. Les 
équations (1) prennent, dans ces conditions, la forme 

ef[ Ar — Aux] + Ex A 1 — efA jr 0 
avec 
A jr AjarseS + huis]; + AysES/e— ©. 
Prenant dans ces équations i=k, j=l, ij; puis 1 =j= hf, 
on en conclut 


AN jz == Op soit Rizise® + ÀsxES] ; + hoe p= W j/k 


En appliquant la dérivation covariante par rapport à l'indice h et 
utilisant les équations (G) 


Aus ln + nes) + anse + [2 je on + duo + joe] = ©; + termes en £. 


Permutons & et A et retranchons les résultats obtenus. Les termes en w 
donnent 


Ojjkh — © jure — (Ank Len) Oj — 2j On + Ljn ok. 


Mais cette expression est identiquement nulle si l’on tient compte de 
la forme C des symboles R;,,(n = 2). On obtient donc 


) (js — je) [x + Askjh— snk) =]; + Chen — ARRIVER ES termes en 2 


Appliquant la dérivation covariante par rapport à l'indice Z et tenant 
compte des équations G 


3 Chr — Mine) Or (jen — he) où + hu — ju) Ok + (hr — lun): 


Prenant enfin /=—h—j, kJ; on voit que l’on peut calculer w; à 
moins que 
Ajayi — hr 0: 


Mais, dans cette dernière hypothèse, on peut [P.o; p. 223] faire un 
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choix des variables tel que 
i= en = Eh Dj. 


. Le résultat est donc le même que pour n>3. 


P,,. Etant donné un système (G) (pour lequel on a nécessaire- 
ment n22): | 


ou bien le problème est du second ordre; 
ou bien le système est réductible, par un choix convenable des variables 
et du paramètre à x; — 0. 


Les muluplicités solutions 


Li= À;%n + B; (== 1, Spe, (8) | 


admettent alors le groupe projectif général et le problème n'est évidem- 
ment pas du second ordre. 


Le système constitué par les équations G est alors un système 
complet; on peut calculer les dérivées troisièmes des & et aux valeurs 
initiales de £', £',, w, correspondent autant de paramètres arbitraires. 


LA, DKS 


Si un système du type 
(4) MD (pr 


représente les géodésiques d’un ds’, l’espace correspondant est à 
courbure constante. Un tel espace existe si et seulement si il existe un 
système covariant symétrique double a;, tel que a;,—o. Des 
relations 

Akh = Ajkjhl= 0; 


on tire alors, en remplaçant les R;,, par leur valeur, 


bu Eh due) + eA — hr [ha — (2,4 + pipe) |; 
2 (An — Mat) Ak A jn + maj — dj — x1 Ajn= 0. 
En prenant, d’une part j =/, k=/; d'autre part h=j =/A/h, on 


obtient trois équations homogènes renfermant les quatre inconnues : 
us À ho oa; Xan: On en tire aisément : 
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ou bien : ay, = y. La condition a,,,,—= 0 donne alors 


| ñ 0 \ 2 > 
Leh 0; PT oo adst= (af); 

ou bien : Ay,== Aa,,. Les conditions Aj), ;= Ax, donnent alors, les a,, 
n'étant pas de la forme A,A, : A;— 0, A est donc une constante. Les 
symboles R;;, de première espèce ont d'autre part pour expression 


Rij js Riu (A Gu — A air) = Al ajrau— ajraix]. 


L’espace a donc la courbure A. 

On peut enfin ramener tout espace à courbure constante a une 
forme canonique. Le système (G) correspondant étant réduit à la 
forme 4, si l’on remplace /,,, par sa valeur Aa; on obtient 


A jp=— (pr pipe). 


On peut donc poser 9, — 7 
hoy | 


Ti or Wig CA 
eo Ox; sei? 


jk 


J étant une fonction de point, non linéaire puisque a,, n’est pas de la 
forme A;/,. 


REMARQUES. — I. On parviendrait au même résultat si l’on recherchait 
les systèmes G pour lesquels le sous-groupe y, formé par les transfor- 
mations du premier ordre dans le domaine d’un point quelconque, 
coincide avec le groupe linéaire général. Pour qu'il en soit ainsi, il est 
nécessaire et suffisant que toute relation entre les £', € disparaisse. 
Les équations (1) prises pour kl t(n23), ou les relations (3)(n> 2), 
montrent respectivement que les R;,, doivent être C, ou bien qu'il 
faut Aij= ijjie 

Le nombre maximum des paramètres de y est donc inférieur à n°. 
Nous le déterminerons à la section suivante. 


If. Le problème est encore du second ordre pour les systèmes (L). 
Pour les systèmes (S) il existe plusieurs cas d'exception dans lesquels 
le problème peut d’ailleurs être complètement résolu. 


+ NT ee 
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SECTION IT. — LA LIMITATION DU NOMBRE DES PARAMETRES. 


Le problème étant supposé du second ordre, les équations de 
définition du groupe ou leurs conséquences différentielles permettent 
de calculer les dérivées secondes des £. L'ensemble y des transforma- 
tions du premier ordre dans le domaine d’un point forment un sous- 
groupe du groupe total. Ce sous-groupe y est déterminé si l’on en 
connait le nombre de paramètres et la structure. Or, le fait, pour le 
groupe, d’être admis par un système différentiel lui impose certaines 
conditions. Mais, tandis que la limitation du nombre des paramètres 
résulte immédiatement du nombre des conditions indépendantes qui 
lient les dérivées premières des £, la structure du groupe n’est pas 
directement déterminée par des éléments covariants attachés au 
système. La forme des fonctions & demeure un intermédiaire 
nécessaire. Nous donnerons ici la limite supérieure du nombre des 
paramètres de y, en même temps qu’un choix possible de celles de 
ses transformations qui sont indépendantes, réservant pour les 
chapitres suivants la détermination complète du groupe dans le cas où 
cette limite est effectivement atteinte. Nous désignerons pour cette 
raison ce groupe sous le nom de groupe maximum ou G. M. Ilest clair 
que cette détermination ne constitue qu’une première étape : la suite 
des nombres de paramètres possibles pour un groupe admis par un 
système est une suite discontinue; la première discontinuité sépare 
le groupe maximum du groupe projectif général. La suivante est égale 
à l’unité. Nous le montrerons en déterminant effectivement les groupes 
et les systèmes pour lesquels le groupe y a un paramètre de moins 
que le groupe maximum et que nous appellerons pour cette raison 
groupe sous-maximum G. S. Enfin nous montrerons au dernier 
chapitre que, pour r — 3, le nombre des paramètres de y peut prendre 
toutes les valeurs depuis zéro jusqu’à la valeur maximum. 


P,,. Lorsque n23, le maximum du nombre des paramètres ER 
est (n—1)(n—2)-+ 3. 


Il suffit pour le montrer d’établir que les équations [G’, p. 227]. 
considérées comme des équations algébriques en &', £, sont au 
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nombre de (3n—5) indépendantes au moins. On suppose évidem- 
ment que les w, ont été éliminés et que les R ne satisfont pas à la 
condition C. Il résulte de cette dernière hypothèse qu'on peut supposer 
non nuls tous les éléments du système covariant : (P;, p. 22 1) 

( Rp ( Rix CFs k, i= t), Ru — Ri (J; ize 7, k), 

fl À Ru Riu — Riu, Riu — 2 Riu — Rx COM) 
On considérera d’ailleurs comme impossible toute relation entre 
les R qui ne serait pas covariante. 


125: 
a. Les équations 


SpE 0, ph 0, Uo (UK Mie? 7 Ky Kes TE variable; i 7, k, 1) 


permettent de calculer tous les &, (¢= 2, 3, ..., m) en fonction des 
autres dérivées. Chacune des équations contient en effet une seule 
des dérivées &, affectée de l’un des coefficients Rj,, Ryu. ins lesquels 
ont été supposés non nuls. 


b. Les équations 
Disk = 0, Phke = O [Keo OCR) 


ne contiennent aucune des dérivées E({— 2, ..., n) sont indépen- 
dantes par rapport aux (2n — 4) dérivées 


de CE [RS '3, PRET ae Cs ‘: 
comme on le constate aisément en se reportant a l’expression des 0},,. 


c. Il existe donc bien (3n-—5) relations indépendantes entre 
les &.. 
On voit de plus que l’on peut considérer comme étant calculables 


(J) COS ree Stay Ct Aa de ack tele an [A==3, 20, (2 =I) 


SY 


19 


Cette remarque nous sera évidemment fort utile dans la détermination 
effective de y. 

La détermination précédente vaut encore pour n=4. Nous en 
donnerons cependant une autre, commune aux deux valeurs n = 3, 4. 
Elle permet le choix d’un ensemble un peu différent de l’ensemble (J). 
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| 2. — n—3, 4. 
a. Les équations 


3 ne. 3 Ls 3 — 
P2254 — 0; P224 — 0; Pe © 


+ iy 


permettent de calculer les £ en fonction des autres dérivées 


c2 cs eh 
5,4 S14 C1 
RS ni oh. aera rs 
R°: —R;., Ris: n=3 DE RC ER.) 


he. R3.2+Ri,,— R;,: RSR 


Les facteurs ¢ sont donc toujours des éléments du système C supposé 
non nul. 


b. Il existe 4(n — 4) ou 2(n=3) équations qui ne contiennent 
pas les €', et qui sont indépendantes par rapport à EEE E. 


a ae an a n= 0— 2R3o3( 224) 
us. R£,, n = Oa 2( Roo) 
ee re. Rt. Rij. +R, 

Pos... 2Rbe, 
eee One Roe 


c. On voit donc qu'on peut considérer comme calculables 


ee rt in) ca (185. Sn); ee eb nt) au lieu dés). 


P,,. Lorsque n—2, y comporte au maximum une transformation: 
et les racines caractéristiques (') en sont nulles. Le nombre des transfor- 
mations du premier ordre qui sont indépendantes dépend en effet du 
nombre des équations (3)(p. 228) qui sont indépendantes, soit 


Chess — Aisa En Chien djns)Ee+ Cskn— hsnx)Ë/ = termes en €. 


Il faut kA, et en prenant 7 —/h ou j —4# on trouve la même 
équation 


(1) Ge ke) 2 Aji — ha) + Our — Deng) 67 teimes en £. 


(1) C'est-à-dire les racines de A(p)= | fo — £4p | = 0. 
Ann. Ec. Norm., (3), LVI. — Fasc. 4. 29 
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En posant r 
disp == Arena =a, hoot — o1p2 = b. 


le tableau des £', relativement aux deux équations est 


1 eA F2 £2 
ar 5,2 5,1 6,2 
b —a 2b 
24 —b a 


D'autre part, la condition nécessaire et suffisante pour que le 
système se réduise à un système (C) (admettant par conséquent le 
groupe complet) est (P,,, p. 223) : a=o b=o. De plus, a et b 
forment un système covariant. Il existe donc deux équations indé- 
pendantes en &', et le groupe (y) des transformations du premier 
ordre comprend au plus deux paramètres. Mais un groupe (y) à deux 
paramètres est réductible à l’une des deux formes : 


LiP13 LP; Pal Pa + PadoPe, Pr. 
La substitution de ces deux transformations dans les équations (1) 
donne dans les deux cas (a), = 0, (b),— 0. Le système covariant a, b, 
nul dans le domaine d’un point quelconque, serait donc identiquement 
nul. Par suite le groupe (y) comporte une seule transformation. Siles 
deux racines caractéristiques ne sont pas nulles simultanément, 
cette transformation peut se mettre sous l’une des deux formes 

Pa Li Pa + Pa Lo Po; Li Pa + (Mi + Lo) Po, ~ 


ce qui entraine encore a — 0, b — 0. 


Groupes y à [(z —1)(n— 2)+ 2] paramètres. 
P,,. Lorsque y a le nombre maximum de paramètres, on peut donc 


prendre pour tableau des €', calculables 


I 


Les termes calculables cor- 
: respondent aux points 
(mr — 1) situés sur les traits. 
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sty a un paramètre de moins, il doit exister un terme calculable de plus: 


nous voulons montrer qu'on peut prendre ©", comme nouveau terme 


calculable. Posons pour abréger 


Ÿ,—= ensemble de : 


SN te 


= » 
2 S syn * 


aS eK 


Hu — nouveau terme Pry 


On peut évidemment, quel que soit le nombre des paramètres d 
et par conséquent le nombre des termes calculables, conserver pour 
ceux-ci le même ensemble. Le mot méme peut avoir deux sens : 


les combinaisons calculables relatives aux nouvelles variables (y) 
sont les transformées par covariance des combinaisons calculables 
relatives aux anciennes (2) ; 

les combinaisons calculables sont formellement les mêmes 
pour (x) et pour (y). L'ensemble 4, est remplacé par n°, ..., 1, et 
de même pour l’ensemble J,. 


Bornons-nous au changement de variables 
(V) Ve mi; Vi (ER ie ) ACL 2, nay, Zh) 


par lequel aucun terme de J, ne se change en une combinaison 
contenant des termes appartenant à J,, ni inversement. 


71 


Si u était l’un des £', (V) montre qu'une combinaison Sg; 


= 


coefficients arbitraires serait calculable. I] en serait par suite de 
même de chacun des £', et, comme cela ne modifie pas l'ensemble J,, 
le groupe (y) aurait un nombre de paramètres supérieurs à celui qui 


Eu 
BAL 


à 


a été assigné. 
On peut donc raisonner sur le seul ensemble J, et sur le tableau 


8 


-—1 AL 
” =, Tt 


DES 4 (n—1) n 
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Considérons la forme linéaire 


r, s prenant les valeurs qui correspondent aux seuls termes calculables 
appartenant à J, et à u. Abstraction faite de uw, F a une racine carac- 
téristique nulle et une seule. 

Si l’on prend wu dans la dernière colonne, F n’a aucune racine nulle. 

Si l’on prend wu en dehors de la dernière colonne, F conserve une 
racine nulle. 

La condition nécessaire et suffisante pour qu’il soit impossible de 
prendre w dans la dernière colonne est donc que la forme & constituée 
avec les termes caculables de y d'indices 2, ..., m, et qui contient F 
comme cas particulier, ait un invariant nul. Or cette condition n’est 
pas remplie, car les équations 09;,,—=o(jkl41) donnent comme 
calculables les combinaisons (— ; a et par suite les &/,(j=2,...,n). 
On peut donc prendre u dans la dernière colonne : soit &%. On a alors 
pour J, 


2 cn -k 
7 


té ot te (eb d autres jie (PIS ER ale) 


Une substitution sur a, et x, seuls montre alors qu’on peut remplacer 


cet ensemble par &,, &,, ae 


Nous verrons qu’aux groupes y ci-dessus déterminés correspond 
effectivement des groupes admis par des systèmes du second ordre. 


Nous désignerons en général par 


G.C. Groupe complet; groupe projectif général 
(y comporte n° transformations); 
G.M. Groupe maximum, G. C. étant exclus 
{y comporte [(n—1)(n—2)+3] transformations | x 


G.S. Groupe sous-maximum 
{ y comporte [(n —1)(n— 2) + 2] transformations ke 


Signalons en passant que le G. C. ne comporte, relativement aux 
systèmes (L), que (n—1)(n— 2) paramètres. La même limite vaut 
pour les système (S), sauf les cas d'exception liés à ceux qui con- 
cernent l'ordre différentiel du problème (p. 230, R. IL). : 
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CHAPITRE IV. 


ETUDE DU GROUPE y DES TRANSFORMATIONS DU PREMIER ORDRE. 


Le groupe (T) admis par un système différentiel ne comprenant pas 
de transformation du second ordre, les équations de définition ne 
peuvent laisser arbitraires : 


æ. qu'un certain nombre des (£'), soit vo; 


3. qu'un certain nombre des (€”.), soit v, 


BUSING Maat ur ng Re v5 (mn —1)(n—2)+3 
Systeme Lee ones viS(n—1)(n— 2) 


A l’ensemble % correspond le groupe y des transformations du 


i 
premier ordre appartenant à I; à l'ensemble « le groupe y, des 
transformations d’ordre zéro. 

Nous désignerons en général par y une transformation y réduite 
aux termes du premier ordre; par y, une transformation d’ordre zéro 
réduite a sa partie d’ordre zéro. Nous désignons enfin par des points, 
dans une transformation déterminée, des termes qui sont d’un ordre 
supérieur à celui de tous ceux qui sont écrits dans la même trans- 
formation. 

Les deux ensembles « et 5 ne sont pas indépendants l’un de l’autre, 
et il est important de noter que : 


St y comporte une transformation du premier ordre : y+..., Yo 
comporte toutes les trans formations 


OY sa 
yp aay (CH= Wess el). 
Il suffit pour le montrer de donner aux différentes variables æ; des 


Cx 


: . , US » res 
accroissements arbitraires respectifs (x;),. L'un quelconque désésé 
par exemple, devient 


n 


(1) [a+ (ai)o] = EC das Ea) +>) (Zio 


+ termes d'ordre supérieur en (æ;)o. 
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Or les transformations de y, demeurent évidemment d'ordre zéro. 
Le nombre v, demeurant le même, à toute transformation y, de y doit 
correspondre, dans le domaine du point arbitraire (x;),, une trans- 
formation du premier ordre. En d’autres termes, il est possible 
d'associer à y, un ensemble de transformations d'ordre zéro telles 
qu'une combinaison convenablement choisie de toutes ces transfor- 
mations demeure du premier ordre. Or si dans le développement (1), 
on suppose que les £ appartiennent à une transformation de y, les £% 
sont d'ordre zéro. Chacun des (x), demeurant arbitraire, il doit 
correspondre à chacun d’entre eux une transformation d'ordre zéro 
indépendante. Le terme en (&%),, sera précisément (65,3 il suffit de 
raisonner de la même façon sur chacun des ©? pour établir la 
proposition. 

Toute transformation Y de y peut alors se construire au moyen des 


transformations X de y, 
P 


> Or (pian 


Pp=41 


Q,, étant une expression qui commence par des termes du premier 
ordre. 


D,. Nous dirons, lorsqu'une telle égalité a lieu, que l’ensemble 
des X et de Y forme un système d’ordre p. En particulier, lorsque p= 1 
nous dirons que l’ensemble (X, Y) forme un couple. 


On sait le role fondamental joué par les fonctions 6 dans la 
similitude des groupes. On retrouve ici une circonstance semblable. 
Les équations (G')[ou (L’)] ne comprennent en effet que des termes 
du type | 

Roc. RES Rice 

Si l’on écrit ces équations pour une transformation Y et si l’on se 
borne à la considération des termes d’ordre zéro, on peut négliger 
dans les £ tout terme d'ordre au moins égal à deux. C'est-à-dire que 
l’on peut substituer y à y. Les conditions obtenues concernent les 
valeurs initiales des R. Mais l’ensemble y demeurant le même dans le 
domaine d’un point quelconque, on peut lever cette dernière restriction. 
Il restera à traduire en termes covariants la relation ainsi imposée 
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aux R. Le cas le plus simple est celui dans lequel l'existence du 
groupe (T°) exige que tous les R soient C. Le système admet alors le 
groupe projectif général; cette remarque permet d'éliminer un bon 
nombre de cas parasites. 


On peut également, sans avoir recours à la covariance, lever la restriction 
qui concerne les valeurs initiales, si l’on est assuré que la tran formation 
du premier ordre considérée y, demeure la mème dans le domaine d’un 
point quelconque. 


Il existe des transformations du premier ordre lorsque les équations 
de définition du groupe et leurs conséquences différentielles laissent 
indéterminés quelques-uns des £',. Supposons qu’au paramètre arbi- 
traire À corresponde une transformation du premier ordre T,. Les ci que 
comporte T, dépendent d’une seule arbitraire et sont par conséquent 
liés par 


(R) (n?—1) relations indépendantes 


que l’on peut toujours supposer résolues 


tt 


pacs a Es 3 eit a ER. es 
7) Ej Aj:,8+ Bye", a) CA he. 


(D J—1,2,.-., À, saut la combinaison 7 —«, j= 5). 


S'il existe un couple au second ordre près, le degré d’arbitraire 
compatible avec la résolution qui conduit aux relations r'r" permet 
toujours de supposer que ce couple est æ3p,+.... Les relations r'7" 
donnent alors 


(Ao) (A; p= 0. 


Soit & le tableau des coefficients des ¢', dans les relations R. On peut 
en extraire (n° —1) déterminants à (n°— 1) rangées. Soit d, le déter- 
de : 
minant obtenu en supprimant dans @ les coefficients de £".. 
Les conditions A, se traduisent par 
(0, quels que soient r. /, sauf d3. 


En d’autres termes : 


A,. Il existe une substitution V, telle que tous les déterminants d, 
un seul excepté, aient une valeur initiale nulle. 


16% 
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Plus généralement, le nombre des termes du premier ordre qui 
figurent dans une transformation du premier ordre est égal au nombre 
des déterminants d à valeur initiale non nulle. Nous désignons par : 


A. Conditions pour qu’il existe une substitution V telle que tous les 
déterminants d soient nuls, un seul excepté. 


Si A est satisfaite, A, l’est aussi. Mais si A n’est pas satisfaite, les 
conditions r” qui sont covariantes ne peuvent l’être, et il n’y a pas 
de couple. Il se peut évidemment que A, soit néanmoins satisfaite, car 
les réductions correspondantes ne portent que sur les termes de 
l'ordre le moins élevé; mais ces cas, que l’on peut obtenir à priori en 
raisonnant sur les termes de l’ordre le moins élevé, ne peuvent corres- 
pondre à aucun groupe défini comme appartenant à un système diffé- 
rentiel. On peut donc toujours supposer, pour les groupes qui 
intéressent ici, qu’aux conditions A, correspondent des conditions A. 

Les conditions A valent évidemment dans le domaine d’un point 
quelconque; puisqu’elles ne font intervenir que les coefficients du 
système ; il résulte de la qu’un couple au second ordre près peut toujours 
étre pris sous la même forme quel que soit le point considéré. Les résultats 
qui dépendent del’existence du couple et qui sont attachés au système 
vaudront donc, eux aussi, en général. 

Mais, si l’on considérait plusieurs couples simultanément, onne serait 
plus assuré de l'existence d’une méme substitution V permettant de les 
ramener simultanément à une forme réduite. L'étude de y conduira 
à une substitution V, permettant de ramener y (et en particulier les 
couples qu'il contient) à une forme réduite, et c’est ainsi que nous 
procéderons pour l’application au cas n —3. Mais nous ne pourrons 
plus alors déduire immédiatement d’une condition imposée aux 
valeurs initiales des R la même condition liant les R eux-mêmes. 

La présente section ne considérant qu’un seul couple, on peut y 
supposer que ce couple conserve la même forme dans le domaine d’un 
point quelconque. 

Nous ne reproduirons pas ici les calculs de type élémentaire qui 
permettent d'obtenir la forme imposée aux R par l'existence de certaines 
transformations du premier ordre; nous mentionnerons simplement 
(p- 291) les résultats utiles. On notera que ces conditions, qui sont 
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nécessaires, sont, au moins en général, loin d’être suffisantes. Pour 
obtenir des conditions nécessaires et suffisantes, il eût fallu considérer 
les équations (G’) elles-mêmes, et par conséquent tenir compte des 
termes qui ont été remplacés par des points. Les paragraphes suivants 
fixent quelques cas généraux dans lesquels les conditions nécessaires 


qui résultent de l'examen des termes du premier ordre sont également 
suffisantes. ‘ 


SECTION 1. — LES TRANSFORMATIONS FORMANT COUPLE. 


P,,. Stun système (G) admet les deux trans formations 


n 


X => ibn (ai, bi, const.), 
{1 
FPE 3 n n 
= Xe! 7 
ay ne ai Pi Sos) +. Ÿ ab; o ; 
i= cd / vi 


on a nécessairement 


Mb E, i>, Dee tan es avec 2 =X Y= Y, ou bien Z— (XY), 


s=1 


Ce qu’on peut exprimer brièvement en disant qu'un couple au second 
ordre près est un vrai couple. 

La condition Za;b;,£ o permet de ramener les deux transformations 
envisagées à la forme 


A=; 


Y =xap+> ag oP (= fonction du second ordre au moins). 


Les équations de définition du groupe, réduites aux termes d'ordre 
zéro donnent alors 


(2) (Ex )o + ei fik— (eh Sat eh fy) = Et + 820; 


et l’on en déduit les premiers termes du développement des £. 
Un calcul simple montre alors que le crochet de Y avec 


V=[Y(¥Z)]—Z+ hou). 
Ann. Ec. Norm., (3), LVI. — Fasc. 4. 30 
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étant du second'ordre, doit disparaitre 
ITU) eevee meaver Z = (XY) —X, 

On en déduit successivement 
(hi +26o= 0,  (ftro=o. [X(Y2)}+ (YZ)= 


Cette dernière condition permet d'étudier les £ comme fonctions 
de a, et montre que ce sont des polynomes du second degré. La trans- 


formation 
i Lea (ps ¥)]¥ | — [Pid Y)] 


étant du second ordre doit disparaitre : les € sont du premier degré 
en x,, et il faut [p, (p, Y)] =o. L'application des mêmes principes 
permet enfin de démontrer l’existence d’un vrai couple 


CON ETAT, (LY) LV. aves = Kou at 
On établit, en suivant une marche semblable que 


P,,. Stun système (G) admet les deux transformations : 


X=apit... (@, bi, const. ), 
Y=) 2b,a.) (2a) e524 (24.0.0) 


cet ensemble est réductible à l’une des quatre formes 


(1) pi = € Xy Po +>) ne. np 
Hiémo our UX Vos 
ie - I 
(IL | X = Pi + LoPo. \ =a] no = ape +) CRE A de verse ren | 


HER PE ATE 


Im 
<= ? == as = 9 as m anid DL 2 R z 
Pit Pa Y Lo) Prt Zap: +) nie ire, D 0 AD, 


S—# 


[(X¥)=Y+Ty; (X Ty)=0); 


(II) 
wl == Pi dia — Po Prt spot xi prt À ne", 25 Nas Ln) Ps 


[(X NS Ye; (X TEST (ONG hyo 


AS Fes 
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En résumé, st un système (G) [ou un système (L)] admet un couple au 
second ordre près : X, Y—9X+... (9 étant du premier ordre), ce 
couple entraine l'existence d’un vrai couple st (X5) 40. 

Lorsque (X 2), —0 on n'est plus assuré de l'existence d’un vrai couple. 
Cette circonstance se présente cependant certainement lorsqu'il existe 
déjà un vrai couple Z, VZ avec L(Y) 0 et de plus : ou bien Z(2) 4 0, 
ou bien X(U) 40. 


La question se pose alors très naturellement de chercher à ramener 
les couples à la forme la plus simple. Les propositions précédentes la 
resolvent quand il s'agit d'un couple pris isolément. La réduction 
simultanée de plusieurs couples fera l’objet de la section suivante 
dans laquelle nous nous bornerons toutefois aux seuls vrais 
couples (P,,) 


SECTION II. — LA FORME CANONIQUE DES COUPLES. 


Il résulte des considérations précédentes qu’a un groupe linéaire, 
envisagé comme groupe y possible, correspondent un certain nombre 
de couples de : X, Y= oX. X désigne dans toute celte section une 
transformation d’ordre zéro; on l’appellera transformation de base 
du couple. 2 est la fonction multiplicatrice; elle est, comme Y, du 
premier ordre. On se propose de déterminér les formules de structure 
qui lient entre elles les transformations X;, X,, Y;, Y, qui interviennent 
dans les couples. 

Le résultat est le suivant : 


P,,. Stun groupe V est admis par un système G ou par un système L, 
on peut [sauf un cas d'exception explicité ci-dessous | choistr les trans- 
formations de base X;, ..., X, des différents couples Y,— 9;Xj, de telle 
façon que 

(XXE O0, X;( 94) = const. 

La méthode employée est toujours la mème. Outre la covariance, on 
utilisera le recours alternatif à des conditions imposées aux transfor- 
mations tantôt par leurs équations de définition, et tantôt du fait même 
qu’elles forment un groupe. Le succès n’est d’ailleurs pas seul à 
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justifier cette méthode : la proposition énoncée ne valant que pour 
des groupes admis par des systèmes différentiels, ilest normal de tenir 
compte de cette hypothèse et de celle de l'existence d’un groupe d’une 
manière simultanée. 


existence et normalisation des couples. 


Le couple : X, Y= 9X satisfait toujours à la condition 


(X,Y)—=aX+bY ou équivalemment Xo—a+bo (a, b, constantes). 


On montre en effet aisément, soit en raisonnant sur le groupe, soit 
en utilisant les équations de définition, que la transformation 
[(X Y)—aX—bY], qui appartient évidemment au groupe, doit 
disparaitre. (a et b sont des constantes qui s’introduisent dans le 
développement en série des &.) 

Il résulte d’ailleurs de l’origine de a et b que si a est nul b l’est aussi. 

Mais il peut se faire que la transformation X intervienne dans 
plusieurs couples Y;— 9;X. 

Les fonctions 9; satisfont aux relations Xo;,—a;+b;9;. Et l’on obtient 


(Y; Ye) = (api ape) X + (br — bi)qipxX. 


La transformation (6,— 6;)9;9,X appartient donc au groupe; et, 
comme elle est du second ordre, on doit avoir 


mt et, par suite, X gj= a+ boi. 


Si les a sont nuls, b l’est aussi. 
S'il existe un a non nul, a, par exemple, on peut remplacer X par 


L=X+- ahs (it 2 4)x. 
Cia 


On a alors 


(EM COM ee COUN i oe avec w= (1+ 2e )x 
di 
Relativement à la transformation de base &, b est nul pour Y, et par 
suite pour tous les Y. La proposition P,, est alors établie. 
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D,. Nous dirons qu'une trans formation de base X est mise sous prime 
normale ou normalisée quand elle satisfait à (X 9X)=aX. Il n'y a 
qu'une seule forme normale si a est non nul, une infinité si a est nul. 


B. — Réduction des systémes de deux couples. 


On vient d’examiner le cas dans lequel deux ou plusieurs couples 
ont, à un facteur près, la même transformation de base. On considère 
maintenant le cas de deux couples dont les transformations de base 
sont différentes. Il convient de distinguer à nouveau deux cas selon 
que les fonctions multiplicatrices sont ou non fonctions d’une même 
variable. 


1. — Couples dont les fonctions multiplicatrices 
sont fonctions d'une même variable. 


Les transformations de base sont alors nécessairement distinctes. 
Dans le cas contraire il existerait une transformation du second ordre. 
En prenant pour variable x, la fonction multiplicatrice de l’un des 
deux couples, on se ramène, compte tenu de la normalisation, à 


3 of Si : b fé DS 

= A —— CS bier AGE 10; t tes } 
Sa Bs + E Ps Xs 9) a oe Ps (a constantes ) 
Care OE Yo= 9X, (9 =a,+ Bai+...). 


On forme aisément deux transformations appartenant au groupe 
et qui, étant du second ordre, doivent disparaitre, savoir 
(7) (Xi Yo) + (a Yi) — a(1 + 269)X,— 601 — 28.24) X 
(8) ) (X, X2) + alo! — (1+ 289) |X. + 0 E — 1 + afer |X, 0: 
(9) (Y, Y2) —agX.+ ba,X, . 
= 4,9(X1 X2) + a(as, D — 9) X2 + ger a) = 0. 


Sia—0,b—0,(8) donne (X X,) =o. Ona d’autre part 
NE LIT 0, Xu(gi =o (2 1h) Oe 


P,, est établie. 
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Sia<ooub<o(ouab<o),la comparaison de(8)et(y)conduit, 
puisqu'on ne peut avoir aucune relation X, — d(æ,).X:, à l'une au 
moins des deux équations 


(10) æig+glp—-2m(r+fBo)]=o, 2 + xi — 2219+ 2B 9 =o. 


-S 


Mais la seule fonction régulière du type 9 =æx,(1 + ...), solution 
de l’une des équations (10), est la même pour ces deux équations, 
savoir 


Pour poursuivre la discussion on supposera par exemple ao. 
(Si l’on avait a = 0, bo, il suffirait de prendre 9 pour variable x,.) 
Une substitution sur les a d’indice différent de 1 permet alors 
d’annuler les € d’indices correspondants et le groupe comporte 
les quatre transformations 


X= Pi; X,= b(1— Sa) pi +Z avec LENS Ps: 
Vip; Y,= ba,(1— Bay) pit mare: 
, PL : : 
(MT)—T= zx; — avec T=(Y¥,X.)+ X, d’où DA 
CEA les 


Et alors [(Y, Y;)— Y,+ bY,] permet d'achever la détermination de 


= B 
Z=(1— B2,)B (SR =>). 


Il en résulte que le groupe contient les quatre transformations 
Dis 2a Pas B, 2,B— bB6azi p, (p1B) =o. 


S'il existe d'autres couples construits avec une fonction de +, 
il leur correspondra semblablement des ensembles de transformations 


C, mC—cyzipm (p1C)= 0. 
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Si tous les produits cy sont nuls, tous les couples analogues X,, Y, 
se réduisent au type B, 2, B. 

I n'y a alors qu'une seule fonction multiplicatrice, æ,, et les 
transformations de base p,, B,C... sont permutables entre elles. 

Sib3 40, on prendra pour nouvelles transformations de base 


ae Se GY, = (1 5 2,) py | ou (XI A) pa; 
X,=(X2+5Y;)—=b(1—5x)p,+B) équivalement U Ki ee, A PE oy 


qui sont permutables. 

Tout autre couple est alors réductible a la forme C, æ,C et 
satisfait à la condition (BC) +C =o. Cette condition permet de 
ramener l’ensemble des couples a la forme 


( : Can NE Das en 77 (Pi) =6, i pels) =o, 
ky 


(S) 


Se Cote Yosee'rtalpg, Ve Lig ela (CMa) =6, AUX: Xp 0: 


Les conditions (X;X;,) =o résultent de ce que ces transformations 
sont bases de couples normalisés. 

Il existe effectivement des systèmes qui admettent de pareils 
ensembles de couples. 


2° Couples dont les transformations de base sont distinctes et dont 
les fonctions multiplicatrices sont indépendantes : 


a n 
= 
== LE £2 Po + NT cs ie 2 — UP 0 MEN N° Ps: 
1 IE EL Z D: 2 1 Pi 22 ZT P: 


= s 


Yio NEA or 


La réduction à la forme normale étant supposée effectuée, « et 8 
sont constants. 

La méthode consiste à extraire du tableau des crochets des 
quatre transformations X,, X., Y,, Y, entre elles une combinaison 
qui, étant du seconil ordre, doit disparaitre : les équations de 
définition de £? et 4! permettent d'évaluer cet ordre sans former 
explicitement les transformations. Nous résumons dans le tableau 
suivant les résultats d’une discussion assez longue. 


O=UX'X) P= (0) (dix 0 = (1b) ty = (16) ty 


AE) G > 1d) $ is 
Tras = es. xge= [xxx] xdptge=[(xix) x] | (nou no mu g) o=x 


AT 


th)z , 2 1 
Doucet UV IX (fey +1) =" dd + 1) (oy +1) °g = [(76)*x] [ (#6) x] OA (1O)*K OA (*d)IX 
oS (0 go) 
‘ oa XX) oA ('b)*xy Oo (#d)'y 
0 = ('b)'y ons he ='b - 
- a ay © = | CO)EN x 
== Ava & == cwl I 4 
Rane #7 (bye Oss (KX EX) x OF Tt X'X)'X] 0 ('b)*yx o = (*0)'y 
; LOUE 
= 0 =[(*o)* aie 
OS EN) 0 (tb)ix 0 = (*b)ty 
o= (*x'x) o= ('b)*x 0 = (*6)'x 
“Yq uontsodoad ey 1oy1194 anod : “oanqonays ve] anod : dt 
SUOIJEUI10JSUET Sap 9118] 9p quatAuoD pinb x1oy AUDMALIESSIOQU JUIINSRI ud mb suorgIpuo) sosayqod (yy 


“xg = (xx) g = (*b)*x bie Se ty SAR) 0 — ('b)ty 
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C. — Réduction simultanée des couples d’un groupe 
qui ne comporte pas de système &. 


l. Détermination intrinsèque des couples. 


Considérons l’ensemble de tous les couples relatifs à une même 
transformation de base X; 9,X, ..., 9,X; les couples peuvent, 
comme on l’a vu, être normalisés simultanément et deux cas peuvent 
se présenter. 


D,. Ou bien X(9,) =0 quel que soit a. Nous dirons alors que X 
est intrinsèquement indéterminé ou bien en abrégé, que X est ü. 1. 

Ou bien il existe des valeurs de « pour lesquelles X(0,) 0 (et 
comme pour les couples normalisés ces valeurs sont des constantes, 
on peut supposer qu'il n’en existe qu'une). Nous dirons alors que X est 
rntrinsèquement déterminé, ou en abrégé que X est t. d. 


On aperçoit immédiatement la portée de ces dénominations. 
Si X(9,)—0o quel que soit «, on peut prendre pour transformation 
de base l’une quelconque des ©, X à la place de X sans que l’ensemble 
cesse d’être normalisé. Si, au contraire, l’un des X(9,) est non nul 
et si l’on prend 9,X pour transformation de base, la normalisation est 
détruite et on devra l’effectuer à nouveau relativement au choix ¢,X. 
En d’autres termes, lorsque la normalisation demeure invariante 
par le choix de la transformation de base, nous dirons celle-ci i. 1., et 
nous la dirons i. d. dans le cas contraire. 

Enfin nous disons qu’il y a détermination ou indétermination 
intrinsèque de X, parce que nous envisageons ici les fonctions 
multiplicatrices 9, qui sont relatives à X elle-même. Le choix définitif 
de l’une des 9, X comme transformation de base dépendra évidemment 
des autres couples existant dans le groupe; et ce second principe 
de détermination est, lui, extrinsèque à X. 

La distinction entre les deux catégories i. i. et 1. d. est encore 
précisée par la proposition suivante. 


P,,. Pour que X soit t. 1., il est nécessaire que X(Y)=0, Ÿ étant 
une fonction multiplicatrice d’un couple quelconque. 
Ann, Ee. Norm., (3), LVI. — Fasc. 4. 31 
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Lorsqu'il existe UX, c'est-à-dire lorsque la fonction multiplicatrice 4 
est relative a X elle-même, la proposition se réduit à la définition. 
Nous supposons done que d est relative à une transformation 
distincte de:X et que la fonction multiplicatrice relative à X n’est pas 
elle-même fonction de Ÿ. On peut donc prendre X,,æ,X,; Xz, æ3Xo. 
Et en supposant que, par exemple, X, soit 1. 1., on est conduit 
à poser (comme p. 247) 


X= apit tpt à Epo X=np+> Ps (no). 


s 


Ee, 


n n'est autre que X,(9,) et doit être supposé non nul : dans le 
cas contraire la proposition serait établie. 

Il suffit de reprendre les calculs dont le tableau de la page 248 
résume les résultats pour montrer qu'il existe alors dans le groupe 
une transformation UX, avec X,(W)-£o. Par suite X, serait i. d., 
contrairement à l'hypothèse. 


2. Les transformations de base X peuvent être choisies de telle façon 
welles sotent toutes permutables entre elles. 
q P 


a. Soient deux transformation X,, X,, t. d. et mises sous forme 
normale. — Le cas des systèmes & étant exclu, les fonctions 
multiplicatrices associées a X, et X, sont ou bien identiques ou 
bien indépendantes. Dans le premier cas, on pourra remplacer X, 
par X= X,+4X, de telle facon que X, soit i. i. Nous supposons 
donc indépendantes les fonctions multiplicatrices que nous pouvons 
par conséquent prendre pour a, et a. Alors (cf. p. 248) on a 
nécessairement 


(14) (XPRESS AIX, ou bien (XXe) =p Xa, 

À u. ne sont pas nécessairement constants, et en toute hypothèse 

(15) [X.(X,Xy)] 00 PXUX IX) lo, 

c'est-à-dire que, si X, et X, ne sont pas permutables, il suffit 


de substituer à l’une d’entre elles le crochet (X,X,) pour réaliser 
cette condition : il y a d’ailleurs conservation de la forme normale. 
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Puisqu’on peut toujours réduire un ensemble de deux trans- 
formations i. d., il suffit donc d'établir que si l’on suppose réduit 
Fensemble X,,..., X,, on peut réduire l’ensemble X,,..., te, © 
Les crochets de X avec l’un des X,,.. ., X, ne peuvent être que 


l'un des deux types (14). Nous distinguerons ces deux cas par 
des indices de nature différente 


(AIX) EX; (Xe Xe 


Les X;, X, représentent, dans leur ensemble X,, ..., X,, et 
sont toutes, par hypothèse, permutables entre elles. 
L'identité de Jacobi conduit respectivement aux conditions 


AG aE, (Gz) == 0, X:(a) =o (7 Kk); Xy (az) = 0; Xx (o,) 0: 
Les conditions du type (15) donnent semblablement 
[X;(XjX)]=0, Xj(aj)=0, [X(X;X)]=(X a;X;)=0. 


Pour toute valeur de/ pour laquelle a; n’est pas nul, remplacons X; 


par X, = a;X,. La fonction multiplicatrice = U relalive a Xx; 
J 
répond a la condition 


X;(95) = ax) = X;(9;). 
/ 
Les X’, restent normalisées. D'autre part, d’après (16), 
(X;X4) = (a;X;arXx) = ajay( Xj; Xz) = 0, 
(X;Xa) = (aj;X;Xz) = aj(X;Xz) 10) 
On peut donc supposer nuls tous les a, 
= ol En (RX) 0; CN) NC, MXN) 05 oe 
(17) X.X,X doune Xz(a)—o et [X(X, X)] =o donné “X(a,) 0. 
On réduira les a d’indice grec a étre nuls en procédant de proche 
en proche. Si a,0 on prend X’=a,X. On montre, comme 


ci-dessus, qu’en vertu de (17) la transformation X’ demeure 
permutable avec chacun des X; et normalisée. On aura en outre 


(4 Xe sO, (X'X3) = (a,X Xg) =[agag— Xg(as)]X = aX. 


fier 
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On est done dans les mêmes conditions avec X’ ou avec X, 
mais le premier des a, est annulé. Un nombre suffisant d’opérations 
permettra de les annuler tous. 


b. Soit maintenant Z, UZ un couple t. t.; X;, YX; désignant un 
quelconque des couples à. d. — Les crochets des Z entre elles 
sont nuls, puisque la condition Z(4) = o entraîne 


(UZ; be Zz) = Vibe( ZiZx). 


Il reste à montrer qu’on peut annuler les (X;Z). Z(9;) étant 
nul, puisque Z est 1. i., il résulte du tableau page 248 


(18) (XjZ)=2,;Z, [X;(X/Z)]=0, [Z(X;Z)]=o (j—1,2,..., m). 


Comme on peut prendre nul l’un des À, par exemple À, relatif 
au système des deux couples X, et Z, il suffit de montrer que 
Si A4, ..., Ax sont nuls on peut annuler À4,, supposé d’abord 
non nul. Prenons Z'=(X,,,Z) = 4,2. 


(KZ) SUR RZ) eR ee PR à) 
(Xavi Z') =[Xeus(XeusZ)]=0, d'après (18). 
D'autre part, la nouvelle fonction multiplicatrice )’= as donne 
R+4 
f 


ZY) =— Zu) =0. 


‘k+-4 


On est donc bien dans les mémes conditions avec Z' qu’avec Z, 
mais on a annulé À,.,. 


3. Réduction à une forme canonique des X 1. d. et indépendantes 
(c’est-à-dire linéatrement distinctes) et des couples qui leur corres- 
pondent. 


a. Le groupe comporte toutes les x;ip;. (1—1, 2,..., m. — Les 
conditions (X; X;) =o permettent de poser 


X;= pi (ESRI Le be 
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À chacune de ces transformations correspond une fonction 
multiplicatrice 9; telle que l’on ait 


Xi( qi) =1, X;[Xe(q:)]=o ('), [Xx( 9.) ] [Xi(ox) ] = const., 


d’ou 


Sat 


X;== pi, Y= 9;X;= (a+) A Ts + ve 


(ai— 0; aïb; indépendantes de 2, ..., 2m; ax a*— const.) 


(Yi Yu) + [YC Vi Yo] + 2(@ a) Yi 2 af gi Xx. 


Par conséquent, toutes les transformations U}— a;?;X, appar- 
tiennent au groupe. 
Envisageons alors 


A= Pi: Y=(x+aix,+ b,)p, 


et séparons les autres transformations en deux groupes que 
nous distinguerons par des indices grecs ou latins. 


a. Les X,Y, désigneront les couples tels que a;a*—o. 


Si aj=o et a*—0, 9, est indépendante de X, et Y, indépendante 
de z,. 

Si a} A 0 et a* =0, il existe a, 9,X, et l’on peut substituer à 9, X, la 
transformation (9, — a,?,)X, dans laquelle la fonction multiplicatrice 
a la même forme que 9,, mais ne contient plus x,; 9, ne contient 
d’ailleurs pas 2,. Remarques analogues si a,= 0 af #9. 

Si donc il n'existe que des indices grecs, on pourra remplacer Y, 
par Y,=(a2,+6,)p,, et la substitution y,=z2,+ 6, ramène le 
couple X,, Y, àp;, pr. 


8. Les X,Y, désigneront les couples tels que aa‘ 0. 
Comme il existe (X, Y,) = a!p,, la substitution 2, =a) y, permet de 


of 


conserver formellement la méme transformation de base ay tout en sup- 


(‘) Un caleul simple établit que X;[Xx(3:)] =o chaque fois que X;X;X« sont 
permutables. 
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posant a! = X,(9: )— 1. La condition aa; — const. exige a,—=const., 
en sorte que le groupe comprend 9, Ka OX. © S'il existe deux indices 
latins au moins, on forme 


Cox Xa 1X1) = geXi— ahr Xr, — (Xs pi Xe) = GuXe— ak G1 Xt, 
Si ai =o il reste 9,X,; si a; 40, il existe a; 9, X,, et par suite 
ah orXx— (af )o[ 9 Dap = ak o1 X 1] — (ai a%)o Pi X1- 


Cette transformation étant du second ordre, on en conclut a; = const. 
et il existe encore 9X). 

En résumé, les a’ sont des constantes et le groupe contient 
tous les 9X), l'indice 1 jouant ici le rôle d’un indice latin. 

Désignons par 9; l'ensemble des termes d’indices latin contenus 
dans 9;, et supposons pour fixer les idées que les indices latins 
soient 1, 2,...,p. Si parmi les formes 9,9,,...,®,, 7 seulement 
étaient indépendantes (¢<p), on pourrait prendre ces g formes 
indépendantes pour variables 2, 2, ...,æ,. Chacune des fonctions 9; 
étant multiplicatrice pour tous les p;(i—1, 2, ..., p) cette 
circonstance est invariante par ce changement de variables. 

Les transformations d'indice latin s’écrivent donc 


m \ 


Pe Ta=( + > Og Lo + ba (AS, cs DIR Ou Gi 


T=p+1 


Par suite, toutes les transformations de base p,.:, ..., Pp 
seraient i. 1. et non pas i. d., contrairement à l’hypothèse. 

Les formes +; étant indépendantes, le groupe contient toutes 
les transformations T;,(¢, k= 1,2, ..., p). Les indices ck prennent au 


moins deux valeurs, puisqu’on a supposé existence d’indices 
latins distincts de 1, 


(Tu Tix) = (a+ dot + bis) Pr- 


Cette transformation peut jouer le rôle de T;,, et si l’on effectue 
la substitution 


(19) Vir Li + Aighe + bin 
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il vient, en désignant par un accent les nouvelles valeurs 


p 


Th Pi (i, Rash, By... 0, P), Xi=pot+> Asa Ps; 


ee | 
72 m 
Ue ese ! , 
Us = ais Papi Da = La + > Aig Ts + > AS Lo: 
SEX | O=p+1 


En formant les combinaisons 


Pp Pp 
OT), XD (TH) = Xe GX UL (Tir Xa), 


kext [sem 
on voit qu'après la substitution (19) le groupe comporte les couples 


DR TDR Cy AA Rs Boag) 5 


m 
bien OP (-. > PhD Pro xs (RE DANS mu) 
C=) +1 
On peut donc opérer sur les indices grecs (c’est-à-dire ceux 
dont la valeur est supérieure à p), comme on a opéré initialement 
sur l’ensemble des indices. 
L'ensemble des indices 1, 2, ..., m se sépare done en un 
certain nombre de systèmes 


PR POP COR ET DORET COS UD RU 


Le groupe comporte toutes les transformations x,y;, dont les 
deux indices appartiennent à un même système. 

Pour déterminer les transformations qui correspondent à deux 
indices de systèmes différents, nous reprendrons l'analyse à un 
autre point de vue. Retenons à cet ellet l'existence de toutes 


Sse ne Le RME AL 


b. On peut faire un choix des X 1. d. tel que toute fonction 
multiplicatrice qui leur est associée réponde à X,(9;) = const. — Etant 
donnée une transformation gp;, on voit immédiatement, en formant 
ses crochets avéc x;p;, qu'elle se décompose en d'TrPi b;p;; A, De 
étant indépendants de æ,, ..., æ,. L'existence simultanée des 


17% 
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. \ 7 y 7 . Das 
transformations p;, a, pi; æ,a,p: conduit aux conditions 


i 


ai ie œ QG k 
| us ehps+esph, JE; p3+ £40). re 
(20) k 
(i: Jy k=1, 2...) ms a, B quelconques)- 
Il peut y avoir parmi 1, 2, ..., m des indices A relativemen. 


auxquels a =o, a, =o quel que soitz. | 
L'indice À compose alors à lui seul un système partiel auque: 
correspondent les seules transformations p,, æ;pr. Ona 


X(Zr) = 1, (on) Se. 


Nous laisserons ces indices de côté et considérerons le tableau 
des ai, dont la diagonale est 1 


2 m 
I a, aee a 


Se 


Ci NE 2] à I 


Nous dirons avoir ordonné une suite des quantités 


a; (¢ fixe; s prenant plusieurs valeurs successives), 


a’ (k fixe; s prenant plusieurs valeurs successives). 


lorsque toutes les quantités a (ou af) nulles ont un indice s supérieur 
à l’indice s de toute quantité a;(ou a“) non nulle. En d’autres 
termes, pour le fragment de rangée (ligne ou colonne) considérée 
dans le tableau des a, tout a; nul est, après l’ordination, à droite de 
tout a non nul; tout a’ nul est, après l’ordination, au-dessous de 
tout a, non ‘nul. Considérons la première ligne et la première 
colonne, et ordonnons celle de ces deux rangées qui comporte 
le plus d'éléments non nuls. 

Si, par exemple, on a à ordonner la première ligne, on effectuera 
une permutation des colonnes 2, 3, ..., m, et bien entendu la 
permutation corrélative dans les lignes 2,3, ..., m, la première ligne 
demeurant, dans son ensemble, inchangée. On aura alors 


2 3 n . L — a 
Uji x Cy) morta (hha ON OP NSO, Gt are oe eis, On et 


ou bien 
1 { . 1 — week 
ns Uy, ON, ay Wes (0) Ap 41 0. hs =D) 140 ay — 0. 
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Et p,22. car, dans le cas contraire, l'indice 1 serait du type À. 
L’ordination de la première ligne étant ainsi effectuée, il peut se 
faire que le fragment 


I = po 
Hs (pites 2 oy Ce (ou art, CN ON CT 


de la première colonne (ligne) comporte des a non nuls. On 
ordonnera ce fragment, ce qui exige une permutation des lignes 
(colonnes) p, +1, p,+2,..., met la permutation corrélative dans 
les colonnes (lignes) p, +1, p, +2, ..., qui commencent toutes par 
zéro. On aura alors 


i | jes . +4 — = 
Os nt aie «ag Ons D: pe Seca On) og MR 


ou bien 


Wl ae A ( WW 
TG ATS GEES Bey te H 0 UE == TE SO aan yh he Oe 


La substitution 


lk / À LT 
waa, OPE ae DE) | LE . (RE OT) 
i , ou bien : 
ie a (TSP re. NN) | Sr MST EE) 


ramène alors les a, qui y figurent à être des constantes; les condi- 
tions (20) donnent par conséquent, dans l'hypothèse des lignes comme 
dans celle des colonnes, 


(A, ) pi AP CENTRE 


Il en résulte que tous les a, dont Jes deux indices sont au plus 
égaux aq, — en d’autres termes ceux qui sont inscrits dans le carré 
formé par les y, premières rangées (lignes et colonnes) et que 
nous désignerons par T, — sont des constantes. De plus, exté- 
rieurement à T,, la première ligne et la première colonne de (T) ne 
comprennent que des éléments nuls. On opère alors sur les deux 
secondes rangées, comme on a opéré sur les deux premières. 
C'est-à-dire qu’on effectue successivement l’ordination des fragments 
des deux secondes rangées extérieures à T,. On aura par exemple 


ERE. OM a ce (OR CE Bayes CUS ==tO 


ou bien 


» 


à p PRE 2) = 
j= Le Miss es Un, = 0% (297 eae 


Ann. Ec. Norm., (3), LVII. — Fasc. 4. 92 
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On effectue la substitution, d'ailleurs compatible avec celle qui 
a été déjà effectuée . 
Ag HEC Ch he aie Saale i a CSP SE 


et l'on en conclut comme précédemment, par application de (20). 


(B.) Ga OF (hee One Loca Ga): 


ES 


Si, extérieurement à T,, les deux secondes rangées étaient nulles 
on considérerait les deux troisièmes rangées, ce qui conduirait à 


(B.) pref (hes Gi gs) 


0 


On voit donc que s’il existe, extérieurement à (T,), des a, non nuls 
appartenant à l’une des g, premières rangées — disons la p*™ — 
on aura des relations 


(B,,) ol! = 0! Ti RTE Ped) 
qui se soudent aux relations (A,) et donnent par conséquent 


(A, ) 0} = 9! (ARR Ur) 


ae 


La conclusion qui valait pour T, vaut done pour le tableau T, 
formé par les q, premières rangées; et, extérieurement à T,, 
les p premières rangées (lignes et colonnes) sont identiquement 
nulles. On ordonnera alors les deux rangées d’ordre p+1, ce 
qui conduira à un tableau T,, et ainsi de suite. 

Sil est toujours possible de former un tableau empiétant sur 
le précédent, le dernier tableau coincidera avec (1) et, les égalités A 
valant pour tous les indices, tous les ai, seront des constantes. 

Si un tableau (T,) déterminé ne peut être dépassé, c’est qu’exté- 
rieurement à lui les rangées qui le composent sont identiquement 
nulles 
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Les indices qui figurent dans le tableau (T') sont alors tous 
distincts des indices qui figurent dans le tableau T,. Les al (x, &<P) 
ayant été ramenés à des constantes, il n'y a plus à s'occuper en 
ce qui concerne (T°) des variables æ,, ..., 2). En reprenant sur qe 
et relativement à &,,,, ..., æ, le raisonnement fait sur (T), on 
établira que tous les a, non nuls qui y figurent peuvent ètre 
ramenés à être des constantes. 


c. Forme canonique des X, Y i. d. — On peut alors reprendre 
l'analyse des pages 253-256 à ceci près qu'on considérera les a! comme 
constants. 

Les indices 1, 2,..., m étant, comme on l’a vu, séparés en systèmes, 


ES PSE ME UT afi wees, ADS Reise PANNE RTE 


il existe x,p,. Toute autre transformation gp, se décompose en 
transformations : bp, ou æx,p, (uv). Or l'existence de trans- 
formations dont les deux indices appartiennent soit au système u soit 
au système ¢ exige respectivement 


Ke chu hy , Rye 
ee, D0 + £ Cp = [} OMS) 
ce 0's 3 Phys fae = 5 "94 88 Po. 
x FOND “ ay AT oA ‘ Oe ot 
Vi 3== FOB 23 Phys Ske == Sh, PBA EB Pk 


7,2 
ee the HE 
da Ed 04+ au fa e 


d’où l’on tire, en prenant a = 4,1, puis a=h,=/,, 


u “ 
Dn Os = ORE 
bio | Jar | 


Mais alors les deux systèmes uw et ¢ ne forment qu'un seul système 
et le groupe comprend x, p,. quels que soient 7, et 7. appartenant 
respectivement au système # et au système ¢. 

Les X i. d., indépendantes et les transformations qui leur 
correspondent sont donc réductibles à un certain nombre de systèmes 
distincts 


Vo OC LP Vig Pigs bi, Pi, ETS PE M 


360 GUERARD DES LAURIERS. 


Les 6 ne dépendent d’aucun des + qui figurent dans les 2, p,,; 
i, et j, peuvent prendre l’un et l’autre toutes les valeurs qui 
appartiennent au système q. Mars il n'existe aucune tranformation dont 
les indices appartiennent à deux systèmes différents. 


4. Réduction à une forme canonique des L i. d. et indépendantes, | 


« 


et des couples qui leur correspondent. 


La réduction relative aux X i. d. étant supposée effectuée, les 
conditions (\;Z:)—0o, (Z;Z;)—0o permettent de ramener ces 
transformations Z indépendantes à 


[x CHENE Eee Le) 


Toute fonction multiplicatrice Ÿ répond alors à la condition b, =o. 
D'autre part, on établit comme ci-dessus que toute transformation Up, 
se décompose en transformations du type 


HE dis SD (x. 5 ne dépendant que de ru ny: 


mie 
En désignant par / un indice de même systeme que ¢, il vient 
CLR? Lpply VF VE xs (om \ ic ape en 


L'ensemble des couples relatifs à la transformation Z se sépare 
donc en autant de groupes qu’il existe de systèmes distincts d’indices 
relativement aux X 1. d. 


Pas CGT Px? Opa  Oxp'x (GM 00h) 
’ 
et l’on a 
Pha coe t { > % ae 
Sh = Fn eh Sie" Jar 2207 + 8 03 (4, b quelconques). 
AU | es Pay “ Lu 
Sin= ii, on + 3}, 63, : OG fre GORTe of.) ur (== Upe ant] ir POP tial 


On ne pourra donc prendre égal à une constante que l’un des ae 
supposés non nuls. Mais le groupe ne peut Ce por ey simultanément : 
X;, Pa et x; ps. Ceci entrainerait en effet 2” = 2; et les deux systèmes « 
ete ne seraient plus distinets. 
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». Réduction des autres couples. 


S'il existe dans le groupe des transformations qui soient bases 
de couple et autres que celles qui ont été explicitées, elles n’en 
sont pas indépendantes et sont par conséquent de la forme 


RES SP : ; : 
A =>) athe: A as (PX) =, (ps X eer; 
sad DIN + | 
du 
Ou, Ou 
\ — 9 G — Ast ae ay == 0} 
à OLy One 


Si Nest i. 1., N(a,) doit être nul et 


RE oi Ci) PAR EL (Xp; Or) = a;2;x. 


Le couple proposé se décompose donc en 
IH 


= &. ie ~~ LR 
| ) es > Lo AIRE bX 
| G—m+\ 
| (2%, jb ne dépendent que de rune: 25 Te 


Si X est 1. d., on montre aisément, par crochet avec x;p;, 3;p; 
que le groupe contient a;a,\, 25/p,,&/p;. et que 


at const. GS Due 


A des transformations près qui ont déjà été obtenues, on peut 
donc ramener le couple à la forme (21), c’est-à-dire à un couple 1.1. 


D. — Réduction simultanée des systèmes & 
à leur forme canonique. 

Nous nous bornerons ici à de sommaires indications sur la ligne 
générale d’une enquête qui s'inspire toujours des mêmes principes. 
Elle comprend trois étapes. 

1. Forme imposée par l'existence d'un système & aux autres couples 
existant dans le groupe. 

Parmi les couples dont se compose &, on distingue ceux qui 
font intervenir les transformations dites principales 


rs) 


Pi: TMC Pe) Te 


Pi: es ti 
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On les normalise. Le second par exemple aura la forme 


G= CAI. Yos= 


efter) — 1] py [1 — PIX Ga Na. KO) = Te 


G 


On considére un couple n’appartenant pas à &, mais supposé 
normalise x, => X\, 

Les résultats de la page 248 s'appliquent alors aux deux couples 
normalisés NY et X,Y,, et la condition X,(2,)—1 permet de ne 
retenir que quatre cas, savoir (cf. ¢bid.) : 3 qui donne lieu 
à deux cas possibles, 5, et enfin (XNX,)=o. Les conditions 
indiquées page 248 montrent alors aisément qu'il faut 


do 0 d0 
Lette) — 0, — 40, Nes 
X [et | o ne ) eee € des 0 
ou bien 
(XX,)=0, d'où (Pa AE N CERTES 


Une alternative semblable se présente dans la comparaison des 
deux couples X, Y et X,, Y,. 

On montre à partir de la que les transformations principales 
d'un système exceptionnel & (c’est-à-dire d’un ensemble de deux 
couples intrinsèquement déterminés qui ne sont pas simultanément 
normalisables et permutables) étant ramenées à la forme 


(22) Pontet ps pire ele 


les autres transformations du groupe qui donnent naissance à des 
couples sont nécessairement de la forme 


/l 


CSN MESSE ZM Avec L = ¥(pi— po) +> CPs= Y (pi — Pa) + Z, 


A 


(24) an ON avec X= ap; ~ PATRON CPE %(P1— po) + X 


(A, 9: a. y: 2'. L' étant indépendants de .r, et r). 
Les conditions de crochet imposées aux transformations eZ 
et À qui sont bases de couples montrent qu'une substitution laissant 
invariante la forme de & permet d'annuler x et yi 
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2. Réduction simultanée de tous les systèmes &. 


Un premier système 6, ayant été ramené à la forme (22), les 
transformations principales du second ne peuvent être que du 
type (24); les couples (23) sont en effet i. i. Les équations de 
définition montrent alors que les transformations principales de &, 


soit X, et XN, ne peuvent répondre a une condition \,=OX,. Ceci 
permet de mettre &, sous la forme 


pi En dpi: Dune "pe, 


La réduction se poursuit ensuite de proche en proche. 


3. Forme des autres couples. 


Il reste à réduire les couples du type (23) et ceux du type (24) qui 
ne sont pas des systèmes &. 

En ce qui concerne les premiers, les conditions de la page 248 
montrent que les Z des couples (23), associés au système & de 
variables principales a, et æ,, ne peuvent contenir aucune des 
variables principales des autres systèmes &. 

En sorte qu'on peut étendre les conditions (23), (24) à l’ensemble 
des systèmes &. Ceux-ci mis à part, les'couples qui existent dans 
le groupe sont de la forme 


ia en 7. avec X == (Pi — Po) + Xi (Da — Ps) +4 D 


NE eae WV = Ne avec D EC AE nee D 


s—=>k + 


aucune des variables æ,,...,x,. ne figure dans aucune des 
, ; * 
fonctions «, y: £, C; p, À. | 

On montre alors successivement que les crochets (X;X,), (U;U,), 
(X;U;,) sont nuls. Une analyse assez minutieuse établit que les 
systèmes différentiels qui doivent être résolus, pour annuler 
dans X, et dans Z les formes du type &,(p; — p:) + ..., sont 
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des systèmes complets : le recours aux équations de définition 
est, une fois de plus, requis. Les Z étant ainsi réduites, (U;U;)— 0 
donne (Z;Z,) = 0. 


P,,. Résumé des résultats de ce chapitre. 


1° L'ensemble des systèmes exceptionnels &; peut étre entièrement 
séparé. 
P2i-15 Pri 


Eiri) D; : el'ii- Tai) Da; { 


(Past, aio, hoe 


2° A chacun de ces systèmes peuvent être associées des trans formations 
formant couple 


m 
ei-1Z, ets, AZ, = 3 CS Ds. 
* s—=2K+1 


3° Il peut en outre exister dans le groupe d'autres couples : X,oX 


[efsssl 


4° On peut choisir les variables x,, æ:, ..., Lox qui interviennent 
dans les systèmes &; de telle façon que les &, €, ©, À ne contiennent 
aucune de ces variables et que les X, Z ne contiennent aucun 
MES PAP== 1, 2,7 2K) ER IR 


(X:Xz) = 0. (LiL) 10, (NZ 0: 


0° Les couples X, 9X non associés à des systèmes &; se réduisent à 


Couples ti. d. - Couples i. 1. 
. T'; : 7 — ‘ 2K+m+U 
Pigs VigPig (Gf =e nee D). | ) 
AA - ries : = 2a € — 0 : 
Les indices i, sont tous supérieurs à 2K et X= >, & Po (XXy) Er 
leur nombre total est supposé égal à m. G=2K+m-+t 
Pour chacune des valeurs de q, i, et J, BX, fio X, bp;.. 
doivent prendre toutes les valeurs du J ! 
système correspondant. Les Eo Osi. a; ne contiennent que les x dont 


l'indice est supérieur à 2K+m-+up. Et 
il en est de mème des €. Enfin (XZ) = 0. 
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CHAPITRE V. 


CONSÉQUENCES QUI RÉSULTENT SOIT POUR LE GROUPE, 
SOIT POUR LE SYSTÈME DE L'EXISTENCE 4 
DE CERTAINES TRANSFORMATIONS DU PREMIER ORDRE. 


Après avoir déterminé au Chapitre III le nombre maximum des 
paramètres de y, puis au Chapitre IV le comportement réciproque des 
transformations d’ordre zéro et des transformations d'ordre un, il 
nous resterait à déterminer effectivement le groupe (y) et les systèmes 
qui lui correspondent. On peut, dans ce but, chercher à étendre aux 
systèmes d'ordre supérieur les résultats qui ont été établis pour les 
couples. Mais ceux qui concernent les systèmes triples, et que nous ne 
mentionnerons pas ici, n'ont déjà plus la simplicité de ceux qui 
concernent les couples. En sorte qu'il y a lieu, pour déterminer 7, 
de faire en outre appel à d’autres principes que ceux qui ont été 
développés jusqu’à présent. La remarque suivante sera d’une fréquente 


1 


, : : A a Re 
application : l’existence de la transformation apt. .. entraine 
sl 


celle du groupe projectif général, parce qu’elle impose à tous les R 
une même forme C. (Dy, p. 224). Il y a donc une certaine limitation à 
priori dans le choix des transformations qui constituent (y). Le 
présent chapitre a pour but de la préciser. 


SECTION I. — RÉDUCTION D'UNE TRANSFORMATION DU PREMIER ORDRE 
A SA FORME CANONIQUE. 


D,. Étant donnée une transformation linéaire Eaïx,p,, rappelons 
qu'on appelle équation caractéristique de cette transformation l’équa- 
tion 


Lol — 0, 


Alo) ==] a; 2 \ 


Pour abréger, nous désignerons par la lettre », affectée ou non d’un 
indice, une racine quelconque de cette équation. On sait que les ¢ sont 
Ann. Ec. Norm., (3), LVI. — Fasc. 4. 39 
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des invariants rélativement à toute substitution linéaire effectuée sur 
la transformation. : 

Nous ne reproduirons pas le détail d’une analyse à peu près 
classique, également utilisée pour ramener une substitution linéaire 
à sa forme canonique. On établit d’abord qu’on peut supposer 
ai—o(t</). On montre ensuite que les variables se séparent en 
groupes n'ayant entre eux aucun élément commun, chaque groupe 
étant associé à l’une des valeurs distinctes prises par les ¢, et com- 
prenant autant de variables qu'il y a d'unités dans l’ordre de 
multiplicité de la racine : envisagée. La réduction dépend alors de 
la réduction séparée de transformations du (vpe 


me i—1 


RS 
D > Uo. + OL; | Pi. 


Jk ohh Sl 


Mais la transformation pLa,p; étant invariante par toute substitution 
linéaire, la réduction est ramenée à celle de transformations dont 
tous les ¢ sont nuls. 

Soit done 


CA 
Ap == > ARE De 


vs 


une transformation dont tous les p sont supposés nuls. Le déter- 
minant |a,| est nul. Supposons qu'il existe un mineur à (n—p) 
rangées non nul, tous les mineurs à (n—p+#) rangées étant nuls. 
I] existe alors exactement p formes linéaires indépendantes y; —4x, 
telles que T(y;)—0. En prenant ces formes pour æ,,æ,, ..., £5, ON 
annule les p premières lignes du déterminant des a;. Tout les © étant 
nuls, le déterminant 


Vs an KE RAD oe Pea 


est lui-même nul. On supposera qu'il existe un mineur à (n—p—p,) 
/ , 

rangées non nul et l'on prendra Pour Veli, <> Loan Pr formes 

linéaires qui doivent être indépendantes par rapport à æ,, ..., 2, (ce 

qui exige p,<p). Alors les p, premières lignes du déterminant A, sont 


nulles, et l’on continuera de la sorte jusqu’à avoir atteint la valeur n. 
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Les indites se classent donc en systèmes partiels 
|e + s va JS PEN epee if? cate pe tis ds as CPN PIE Stern) atte Ws Run 
Pi dys Cab (en dns py: 


Les £ d’un système déterminé sont des formes indépendantes par 
rapport aux a du système immédiatement précédent, mais qui 
peuvent contenir en outre des a appartenant à tous les systèmes 
précédents. On peut alors poser (lire par ligne) ~ 


DES CRÉES pe vers Sp) mess 3e PEUT ÈS 
DUREE PRE TR A LORE 29 Reh Se & he 
Les ... représentent, après chaque lettre x, des formes linéaires des x 


appartenant aux systèmes qui précèdent. Enfin comme on ne change 
pas la forme réduite obtenue, en ajoutant à un x déterminé une forme. 
linéaire des x de tous les systèmes qui précèdent le système auquel il 
appartient, on peut, en commençant par les x d'indice le plus élevé,” 
supprimer dans le tableau précédent tous les points. Si l'on groupe 
alors les termes écrits dans une même colonne, on voit que chacun 
des x de la première ligne donne lieu à une chaine 


eel. = 2 Ppt + Lp Pprrspit:-- erm, COL St pigs Das di Des. + Lop iP panne ares 


° a " \ ae == SAT 
Bel. : Lo Ppas + Chr Pprpa2et--- » SY Pj Pe? hp, Ppp. 


P,,. Etant donnée une transformation T = D) a°x,p,, on peut la 


réduire à une forme canonique, de telle sorte que : 
A un non nul correspond 


(T,) olr;p, à ml ei a Ty) ps =e ort (Liga - P| 


(q peut être égal à 1, mais à la même valeur de £ peuvent correspondre 
plusieurs ensembles tels que le crochet précédent) 

Au ¢ nul, s'il existe, correspondent un certain nombre de chaines sans 
indice commun du type (') 


(To ) (eyes 3) Len ta Oa 1e Thr1Pk) + (Lp Pegi «++ Lehi Pk-h) Æ 


(*) Il est clair que le nombre et la longueur des chaînes sont les mêmes quelle que soit 
la manière dont on effectue la réduction. 


18 
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SECTION II. — LA FORME CANONIQUE DES ÉQUATIONS G’. 


j 1 al ebay; - 
du Ej Me — Oyk) + EK Oj1— Er (P+ 227) 


On ne considère ici que les termes d’ordre zéro qui résultent de la 
dérivation d’une transformation d’ordre un. 


A. — On peut toujours, relativement à une transformation déterminée, 
substituer aux Ri,, des symboles ¢/,, qui leur sont équivalents à 
une forme C près, de telle façon que les «4,; soient nuls. 


Lorsque les Ri, sont C, [D 3, p. 224], la substitution dans les 
équations (G’) donne 


(Ges) Oi Ltasj Lee 


Inversement, étant donnée une transformation (T) du premier ordre, 
si l’on peut déterminer des quantités A;, satisfaisant aux équations (1), 
les équations (G’) prennent la forme 


A) RTS LORS Nr bles 
CHE Pile Pise Pire == 0 


avec 
Phrr == Riu — 3 Aut — Atk) — Eh À + ehh je. 


Pour montrer que les équations (1) considérées comme équations. 
en À;, admettent au moins un système de solutions, nous supposerons 
la transformation proposée {T) mise sous forme canonique. Les 
indices se séparent alors en groupes de telle façon que les € qui 
appartiennent à un groupe ne dépendent que des variables de ce 
groupe. Il en résulte que les équations (1) contiennent : 


1. Sr y et L appartiennent au même groupe, des À ;; dont les deux 
indices appartiennent à ce même groupe. 


Groupe d’une racine non nulle. M suffit, pour résoudre par rapport 
aux À de ce groupe, de commenter la résolution par les % ayant les 
indices les plus élevés. 
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Groupe de la racine nulle. Nous désignons respectivement par leur 
dernier indice les différents systémes en lesquels il se scinde 


By Pa + Le Px... Ly Pat Lapis Pass tes + 231g... AE pa + 0 Pa + O- pape +: 


TT © 2 — 3 


ee _ —_—— me D, 


Systèmes : %. 8. à. GES VR (6-49). ’ 


Les indices auxquels correspondent des & identiquement nuls sont 
considérés comme constituant chacun un système. 

On constate sans peine que la résolubilité des équations (1) est 
assurée si et seulement si l’on a w,3—0 chaque fois que ni æ, niægne 
figurent dans la transformation (T). Mais cette condition résulte alors 
des équations (G,) elles-mêmes. On a successivement 


Frais non / comme on le constate ) 
X=— 3G) oath à Gong ioe 6 oat G ==) ( > À 
don) Er Paa—l en formant les expressions 9 
X— 1! x 
es $ 
(x — 1) 654 = 03.0, = O. (e+ LO og = Qas3 = 0. 
pe sk 
: . . ‘ DY AN à \ rn 
Il suffit de faire jouer ensuite à y, ..., ©, (041), (¢+ 2) le rôle 


qui est joué par 3-dans ces deux dernières équations. Ceci suppose 
qu'il existe un groupe x non réduit à zéro [comme les groupes 
(6-++1), etc.]. Dans ce dernier cas, il existe certainement des groupes à 
racine non nulle, soit 


o| 2 py + (21+ 22) prt... + (ri + 1) pil; 


a et 3 désignant alors deux indices quelconques qui correspondent 
à la racine nulle, on obtient 


(ime, Pass = 0. 
$l 
2. Sij et Lappartiennent à deux groupes distincts, des /;, ayant un 
indice appartenant à chacun de ces deux groupes. 


a. Aucun de ces deux groupes ne relève de la racine nulle 


of ay pr + (ais) pr ++ (des + 2) Pal (a) 
OV Ly Due (eye pra aa eee + (lb + 49 po] (UGS) 
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LA 


a. Conditions imposées aux w. 


Supposons que / soit du groupe a et / du groupe 6 


o\ Lj Vic à) she S( hj Eph jt ) == @)j/ 


(Oe sp = Ls Saul c,== 6 si/ Sais Sh) SE) 


sic +5 Zo, la résolution ne présente pas-de difficulté : il suffit de 
commencer par les indices les plus élevés. Lorsque 5 +5—o, il vient 


(2) cari ul SpA; is 50s jp. 
La somme des valeurs des indices qui affectent les deux quantités 
qui figurent dans une équation est la même pour ces deux quantités et 
égale à 

J+l+iz\ +1 (g+IiSA<a+b). 
Le système (2) se sépare donc en systèmes partiels tels que, pour 
chacun d'eux, le nombre A ait une valeur déterminée; et, comme 
aucun des A, ne figure à la fois dans deux systèmes partiels, il 
suffit d'examiner la résolubilité de chacun des systèmes partiels. 
Pour A — a + 6 il existe une seule équation qui exige w,,— 0. De 
même, pour Ag +1, il existe une seule équation qui ne conduit 
d’ailleurs à aucune condition de compatibilité. Lorsque 


(¢qt2)SAS(a+b—1), 


il existe pour chaque valeur de A plusieurs équations. Si l’on prend 
par exemple des valeurs décroissantes pour / et croissantes pour JZ, le 
terme négatif d’une équation est le mème que le terme positif de la 
suivante. On n’aura aucune condition de compatibilité, à moins que 
le premier terme de la premiere équation et le dernier de la dernière 
ne se trouvent disparaitre. Pour qu’il en soit ainsi, il faut que j puisse 


prendre la valeur a et J la valeur b. Alors la somme des o;, tels - 


que / + {= A doit être nulle. 
Vest bea -a2 4. \24a+q: == 05 TIENNE AN Neen 


Comme Aa + 6—1,0n enconclut 6 q¢+1,a_ 2; ¢’est-a-dire que 
chacun des groupes a et b doit renfermer au moins deux termes. 
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On peut toujours supposer que le système ) renferme au moins 
autant de termes que le système a. Alors 


+ 


atqsbar. b+15ASa+h—1. 


En tenant compte de w,,,= 0 w,,— 0, on obtient le groupe de condi- 
tions symétriques 


(35) wy ETÉCTRE Nuls \(@+q)<|b+1S0+ b, 
‘ij) 
t,/ appartenant l’un au groupe a, l’autre au groupe b. 


. hh À , : 
3. Les conditions imposées aux w;; sont conséquences des 


équations (G'). 
Soit à établir, en supposant z du système b et / du système a, 


Gp Op ji + + Gp 0 (j2r. A= b+ —a2q). 


ae 


Désignons par x et z deux indices distincts du groupe a, par 5 un 
indice du groupe b 


‘yin = ORG gy + SR 


A 
Six 


mo) 


3+iix 0 ‘Sie 


en convenant que, si la valeur d’un indice excède la limite tolérée par 
le groupe auquel il appartient, l’on doit annuler la quantité corres- 
pondante. 

En donnant az les À valeurs du système a (on sait que 722), sauf la 
valeur x, on obtient 


= + : 
(9) (WA D, [eo Rs), oroha,, in I 


la sommation étant étendue à toutes les valeurs de z qui appartiennent 
au système a, « compris. Si l’on considère, dans l'égalité (4), deux 
termes consécutifs exprimés au moyen de (5), le terme eno de la 
première parenthèse et le terme en 5 de la seconde se détruisent. Il ne 
reste donc que le terme en 5 de la première parenthèse, soit > Ri, et 


le terme en ¢ de la dernière, soit Die Or ces deux termes sont 


nuls en vertu de la convention faite sur les indices. 


12 
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Si A1, les conditions imposées aux @ se réduisent à w&,,—= 0, 
Wa 0. Si le système db renferme plus d’un terme, on montrera par 
la précédente méthode que w,,=0; comme pa, —0, w est nul 
également. Si les deux systèmes a et b renferment un seul terme, po 
et c/,,, sont nuls; il en est de même de w,, w,,. 


b. L'un des deux groupes relève de la racine nulle 


ol ayprt (ai + dr) poke + (dei Va) Pa]; 
Ly Pyrit oot Lio “ou bien 6:75 [a<qs(b—1)], 


Ol hag hoes) + a = O24 (x, groupe «; 8, groupe b). 


Si la valeur d’un indice excède la limite tolérée par son groupe la 
quantité correspondante est nulle. On peut alors résoudre de proche 
en proche à commencer par les indices les plus élevés. 


B. — Les équations (’ réduites, 
pour une transformation mise sous forme canonique. 


Nous supposons que la transformation pour laquelle sont écrites 
les équations (G’) est mise sous forme canonique et a pour racines 
caractéristiques : 0,, ps, ..., 0,, .... Nous désignons par a un indice 


du groupe auquel est associé ¢,, b correspondant à ¢g, ete. 
L’équation [o%,,,| = 0 donne 


(0) (06 + Out 63 — By) Dir + 609. hr + o. Ove Oh eq iul 
AMAR CE Ot 
I. 50, si (ouc oud) est seul de son groupe ou dernier de son groupe; 
2. 2 -=1,s1h(oucoud) n'est pas le dernier de son groupe; 
3. € 0.14 est seul de son groupe ou premier de son groupe: 
SATA ETES aan eat pas le premier de son groupe; 


5. On peut encore faire & = 1, #4 et convenir que, si un indice excède 
les limites tolérées par le groupe auquel il appartient, on annule le 
terme qu'il allecte. 


On se servira de l’équation (6) pour remplacer, dans cette mème 
equation, les ¢/.,. qui y figurent affectés de <e’, en fonction de 
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symboles ayant au moins un indice plus élevé. On obtient ainsi, en 
prenant pour a la première valeur du groupe a, 


Pp! 


SRE (avec HU =) 


(PB Py + pa — Pa)” ph (— 1)? D ppt 08. pires, 
PSe 
avec la convention (7°) sur les indices. 

Il suffit de prendre p=3¢g—(b6+c+d) en désignant par q la 
valeur maximum des indices des groupes «3y9 pour ler le second 
membre. 

Si l’on donne ensuite à a la seconde des valeurs de son groupe, 
eu — 0 Comme on vient de l’établir. 

On voit donc que 


(8) Ode Oo chaque fois que 04+ Py-+ G5 — Py. 
St py+ 0, + p;—0,—0, l’équation (6) montre seulement que 
1/229) sauf peut-étre lorsque a est dernier de son groupe, 
d MOINS que Vy = 0. 64+ Oy+ O5 — 0. 


Ce qui précède suppose les 0, non nuls, mais demeure valable pour 
les o nuls moyennant les conventions suivantes : 


Remplacer, dans les facteurs (¢,+- 0; + ¢;—9,), les racines nulles 
par o. 

Remplacer, dans les termes en ec, les racines nulles par 1. 

Adopter la convention (7°) en se référant à la forme (I’,) (p. 267) 
pour la forme canonique du groupe qui correspond à la racine zéro 


P,,. On voit donc que les racines caractériques de toute trans for- 
mation (T) doivent satis faire à l’une des conditions 


04+ 04 + 06 — 03 — 0; 20 + 04 — Oy 


4 O. Oy + 03 0. Ur — 0 


dans le cas contraire, les valeurs initiales des R seraient toutes C en 
un point arbitraire, et par conséquent en tout point. On a déjà signalé 
que la permanence de conditions partielles imposées aux R;,, est liée à 
la permanence de la forme canonique de y quand on passe d’un point 
à un autre [cf. p. 239]. 
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Pour n —3;, les racines caractéristiques, supposées non nulles, de 
toute trans formation, doivent satis faire à l’une des deux relations 


2Pz + PB — py—0;, Pa tr P3—=O 


D,. Il est aisé, lorsque r—3, de former le tableau complet des 
équations (G’), dans lequel l'élimination des w ,, tntrodutit naturellement 
le système covariant déjà défini page 221. 


(R) Ri, a), R;; — Riy— bi — Dix Ri,—R hai Riy= == c) (CRIE 


Nous désignerons par (G") les équations ainst obtenues. 


SECTION III. — L’APPLICATION DE L’ OPERATION CROCHET 
A UNE TRANSFORMATION DONNÉE. 


A. — La transformation est 4 racines caractéristiques nulles. 


Étant données deux transformations appartenant à un groupe, leur 
crochet appartient également à ce groupe. On peut se proposer de 
déterminer à quelles transformations distinctes on aboutit en répétant 
cette opération. Soient donc 


A= TÉNGEN 5 oe CRD. a, =. constantes), 
s Ts] a5 Us] : 
MS 


PS 


deux transformations linéaires et homogènes. Formons A,=(A,_,, X) 
avec A,— A. Lorsque les o de X, supposée mise sous crane canonique, 
sont tous distincts et ne ate à aucune relation Pa Psp, — 03, 

on voit immédiatement que le groupe contient spa : AX; ; 
pour tout couple de valeurs distinctes de zj, et Zaïx;p;. Nous nous 
proposons d’examiner comment il convient de modifier ce résultat 
lorsque les : de X ne répondent plus aux conditions précédentes. 


P,,. |. Lorsque toutes les racines caractéristiques de la trans for- 
mation X sont nulles, l’itération de l'opération (A, X)X, ... conduit à 
un résultat identiquement nul. Le nombre des opérations nécessaire pour 
attetndre ce résultat est égal à (2k+1) en désignant par k le nombre 
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maximum des termes qui appartiennent à une méme chaîne dans la 
forme canonique de X. 


XxX = Li Pa + Hy Py... Lan Pat Laps Page ee FL Poe Lei Pore es + Las Pa 


= = —— rr —_[— = 
Groupe a. Groupe D. Groupe d. 
[A = plus grande des différences (4 — 1). (b —a—1),.... (d—e 1)}. 


AD op AcstAjes (A, X}= Ans (An Xs Ann: 


Nous désignons en général par: 


T) un quelconque des opérateurs p; que ne figurent pas dans X. 
BMS Or Cees: Dir eee 

7, un quelconque des opérateurs p; qui est le premier de son groupe. 
AIRS Ds Pacont oui | 

=, un quelconque des opérateurs p; qui occupe dans son groupe le 
rang h; 

€, une quelconque des variables x; qui ne figure pas dans X. 
PUS SU) ue 

€, une quelconque des variables x; qui occupe dans son groupe la 
Merniere place."AMS) D; Digs. 2 y Maer) 

—, une quelconque des variables x; qui occupe le rang À dans son 
groupe supposé numéroté à partir de la fin. 


, 


Par définition même de #, il n'existe pas d’expression x ou & dont 
l'indice soit supérieur à 4. L'ensemble des 7, est identique à 
l’ensemble des p; et l'ensemble des £, à celui des 2;. 

L'égalité (A; X)— A;,, donne 
(10) Coefficient de tr, dans A;,; 

= coefficient de z, dans A; — | X (coefficient de m, dans A;) |. 


(H) Supposons que dans la transformation A;, les coefficients 
des 7, dépendent seulement de 


= = 


Faro aise) de 


Li: Si HAS are) fens oR 


Comme on a évidemment X(&,)= &.,, il résulte immédiatement 
de (10) que la condition (H) est encore vérifiée pour A;,,. Or, dans A,, 
les coefficients des x, ne dépendent que des æ qui figurent dans X, 
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c'est-à-dire de Ë,, E,, ..., & (non de £,). La condition (H) vaut donc 
pour A, et par suite pour tous les A. Dans A,.,, les coefficients des 7 
ne peuvent donc dépendre que des E15 Ex», ++ +s c'est-à-dire qu'ils 
ne peuvent dépendre d'aucun Ë, et par conséquent d’aucun . Ils sont 
donc identiquement nuls. En général, les 7; disparaissent de 
Ansivirs(S20). La transformation A,,., ne contenant plus aucun des 7, 
et par conséquent aucun des p,, est identiquement nulle. On a 


d’ailleurs ; 
kon—t, 2k +1S$2n—t. 


B. — Décomposition des transformations A; 
lorsque X a des racines caractéristiques nulles. 


La transformation X étant supposée mise sous forme canonique, 
nous en groupons les termes de la manière suivante : 
à 
ensemble des termes qui sont de la forme Siti et que nous 
désignons par Y; 4 
ensemble des autres termes que nous désignons par Z. 


Z comprend un certain nombre de chaines du type déjà envisagé et 
qui proviennent les unes du £ nul, les autres de £ non nuls : 


L = (Ux Pari +. + LanPa) + (LP +. + di nipr) +... 
(HARDY) 


Mais, en toute hypothèse, les 9 qui correspondent à des indices 
faisant partie d’une même chaine sont tous égaux et l’on a 


tas : 3 ss mA A 
Xi 2 pip avec Pa Part Pr PS Pgs... = pp. 


L'ensemble des termes de Y qui ont un indice commun avec l’un 
quelconque des termes d'une même chaine de Z constituent done un 


ensemble Ex,p,, lequel est permutable avec toute transformation 
linéaire et homogène portant sur les mêmes indices. Il en résulte 


(11) (Yi Zio el, par suite, FCB) Zo) ==(,B Za) Xi), 


B étant une transformation quelconque. Si donc on prend les crochets 
successifs de A avec Y et Z, le résultat est indépendant de l’ordre 
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dans lequel on effectue les opérations, ce qui permet de poser 
(11 bis) [[(AZ)ZJe..Z YY.Y}= (AZI YVES, 


—— 


j k 


Enfin on voit aisément que les indices des chaines qui constituent % 
sont disposés de telle façon que les 9 de Z soient tous nuls. 
La transformation à analyser est 


Ap=|(A: (¥ + Z)]. (¥ +2), ....(¥+Z)}. 


Les © de Z étant nuls, les crochets (AZ?) sont nuls pour p>24#+1 
(Æ étant le nombre ci-dessus défini). La permutabilité des opérations Y 
et Z permet alors d'écrire, pour p2 2h, 
oe ( Ap= (a ¥”) + Gj (a, YP") +... (ag YP) (p22h). 

12 
l avecx, = (A Zt) 


C. — Transformations qui résultent de A 
par itération de l’opération \. 


D,. Nous appellerons multiplicateur du terme x;p;, relativement à la 

trans formation Y = > c,&,p,, la quantité (c;—0;). On a en effet 
fi: = 
(xp; PRE 01) rip; 

De Y dérivent n°? multiplicateurs dont n sont identiquements nuls. 

Étant donnée une transformation À = Éa!x,p,, on voit que chacun 
des ensembles de termes de A, dont les multiplicateurs ont la même valeur 
numérique, fait séparément partie du groupe; la remarque vaut encore 
pour le multiplicateur séro. 


Considérons maintenant l'itération de l'opération X=Y+Z. Si 
l’on désigne par a, b, ..., {les multiplicateurs non nuls dérivés 
de Y, la transformation A, se présente, d’après (12), sous la forme 


ECANETAMENE TA) 
He RENE DST) eee SC ETS) 


les parenthèses du (g + 1 )*" crochet représentant des ensembles de 
termes extraits de la transformation à, — (AZ), soit &. Les & étant 
indépendants de p, on donnera à p (24 +1) valeurs consecu- 
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tives (u. étant le nombre des quantités a, b, ..., /). Le déterminant 
des & est, à un facteur numérique pres, égal à 


(GB RITES PTE ES 


x étant la plus petite des valeurs prises par p. 
Il en résulte que chacun des ensembles @ fait séparément partie du 
groupe. 


P... Les transformations qui dérivent d’une trans formation À par 
itération de l'opération X s’obtiennent donc de la façon suivante : 


1. On met X sous forme canonique et on la décompose en deux 
trans formations 


Y—ZXo;xip;, Z— autres termes de X (transformation dont les p sont nuls). 


2. On forme les multiplicateurs de N, c'est-à-dire les n° quan- 
tités (0;— p;). 

3. On forme les crochets : a,= À, %,=(AZ), ..., jusqu'à obtenir 
un résultat identiquement nul, ce qui arrive après (2n —1) opérations 
au plus. 


4. Appartiennent au groupe tous les ensembles de termes extraits 
d’une même transformation à; et dont le multiplicateur a la méme valeur. 

Lorsque les demeurent arbitraires, toutes les quantités (9;— ¢;) 
sont inégales. 


5. Le nombre de conditions distinctes qu'on peut imposer aux €, en 
écrivant que certains multiplicateurs deviennent égaux, est au 
maximum (n—2). Si, en effet, il existait (n—1) relations 
indépendantes du type e,— 9;=9,—¢,, liant par conséquent les (n—1) 
quantités (0, — px) (A=2, 3,..., n), toutes ces quantités seraient 
nulles. Or, dans le cas qui nous occupe, les p ne peuvent être égaux 
que s'ils sont tous égaux à zéro. 


D. — Les racines caractéristiques et la structure. 


En appliquant le processus d’itération qui a servi à établir P.,, on 
peut montrer directement que dans les formules de structure du 
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groupe qui font intervenir une transformation donnée X, soit 
(T;X) = a; X + fl Ry 


on peut choisir les T; de telle facon que les constantes de structure A 
qui leur sont associées soient précisément égales à certains des 
multiplicateurs de X. Nous n’insisterons pas sur ce résultat connu. 


P.,:. S'(XY)= NX, l'un au moins des o de Y est non nul; tous les p 
de X sont nuls. 


Si, en effet, tous les ode Y étaient nuls, l’itération [(XY)Y] Y, ... 
conduirait à un résultat identiquement nul, tandis qu’elle doit toujours 
donner X. 

D'autre part si l’un des ¢ de X était non nul, on pourrait ramener X 
à la forme 


n 
X= ay pit (21+ 22) pot... (Lynn + Ly) Py + D Ps 
S=T+I 
(Be = . we Oe 
les £ ne contenant que x,.,, ...,æ,. Une combinaison des conditions 


dérivées de l’identité (XY) = X conduit à l'impossibilité g =o. 


P,,. {l'en résulte qu'on ne peut avoir ala fois 


(XY)=X,  (ZY)2Y. 


P,,. St (XY)=Z, la somme des ¢ de L est nulle. (Vérification 
immédiate.) 


P,,. Sila transformation Y est du type Zc;x;p;, on ne peut avoir la 
structure 
(ANNEE Xa; (XY)=X; + eX, (£0 ou 1): 


En itérant en effet l'opération Y et en désignant par Z; l’ensemble des 
termes de X, qui correspondent au multiplicateur a; de Y 


: > (ax +) 2), quel que soit Ventier 4. 


Ceci est impossible sie=1. Sie=o, il faut 4; —0, mais alors (X, Y)— 0. 
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SECTION IV. — DÉTERMINATION DES TERMES DU PREMIER ORDRE 
DES GROUPES MAXIMUM ET SOUS-MAXIMUM. 


Nous nous contenterons de donner deux cas de détermination 
qui laissent entrevoir la méthode employée. L'examen de tous 
les cas entraine des calculs trop longs pour qu’il soit possible 
de les reproduire ici; on en trouvera les résultats page 291. 


A. — Le groupe maximum (#7 —1)(7 —2)+3 paramètres. 


On obtient ce groupe en laissant arbitraires les &, non calculables 
et en adjoignant à chacun d’entre eux une forme linéaire construite 
avec les &, calculables. 


Li Pi 

X2 Pi 

Pet A ey, OD pee CPL in: | 
Ti Pr Xn Ps 

Fn—2 Pr Un—2P3 Ln2P4, + es Ln—2 Pn—-1 | Xn—2 Pn 

Ln—1P1 | Ln1Ps LnripPs Ln—1 Pn—2 Geste 

ZnpP1 Ln Ps Ln Pr ce. LnPn—s Ln Pn—1 Tape 


Les traits pleins joignent les emplacements des termes calculables. 
On a encadré en pointillé les transformations qui seront remplacées 
par les Ty[i—3,..., (n —1)]. 


n—1 


T — Ha C:De 
(1) b Zap + Deepa U 


(a, b=3,..., (A226); G9, (b2=3) RE, a=1,...,N; @—=b=n|, 


ñn n—1 


(2) U=a Yop t+ (Map,  TEU+Vperpe 


SE Se? 
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À chacune des T,, est associée une T dont les coefficients sont 
particuliers à cette Ty. U, T ne désignent que des types de 
transformations. On notera les conditions de crochet 


(U, U) =la,p:(=V), (Lav) =o; 
(3) (T,U)=U, à moins que a—2 où b —1. Cependant (T,,, U) =U. 


1. Substitution des T;; aux T;, pour t = 3,..., (n—1). 


Cette substitution se trouve effectuée lorsque n=3, 4, si on 
choisit l’ensemble J’ (p. 233). Il y a lieu de l’effectuer, en général, 
parce que les transformations T; permettent une application facile 
de la théorie des multiplicateurs. 

ES, | n—1 
= api D 0;%.pst+ U, Ta= vipr+ >) O.rsp.+ U, 


s=2 o=2 


n—1 
(TriTin) — PT in — GT ni = LnPn — (1 + 2po)æpi+ >, TsLsPs + U= Tu. 


sa3 


À ; 
Si 9;0;44—1, les crochets (T;T,,) et (TT) permettent 
d’annuler p, 5 et par suite 7: 
(4) Tan = ZnPn — Lipit U. 


Comme on peut supposer ici n25, il existe, au moins, deux 
valeurs pour z, 


ICT) te bara os = Lp Prn— LEPkr {Je 


Cette transformation étant distincte de toutes celles quicorrespondent 
aux termes calculables, on doit supposer 


(5) oi — À RP PO (i à 1 


Nous commençons la réduction par les deux transformations 
ae 


Dynes =A On + Pn—1 Ln—1 Mesa be Ps Hs Ps + LE 
n—2 
LES Ln Pn + Fn—1 Ln—1 Pr + 2: TsLsPs + U. 


—+ 


$=2 
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La substitution Yn= Tnt On 12-1 permet, compte tenu de 
Pexistence dé Tye TEA} [y #2, 44, (re 2) Peridot 
condition (5), de prendre 


7? 


r > TA 
Dr = LnPn—1 + U, Wes n— ns Pri + CsTsPs + U = A Be n—1 Ne 


Sao: 


n—?2 
La rapo+ >, ESANTA a À Ln1 Pn + Us 
à! 
On remplacera la désignation T,_,, par la désignation plus 
cohérente T,_,,,; @ et b prennent les valeurs du début, sauf 
a=(n—1)b=n. Nous laissons de côté l’ensemble 


(6) Tye CARRE, on); Ty G5) 340 en) 
Comme l’on n’effectue jamais de substitution de la forme 
Wr=H Bt OU Y= di+ pide (PSE), 


l’ensemble & demeure entièrement caractérisé du fait qu'il existe (n—1) 
trans formations indépendantes de chacun des deux types : æ,p;,(k A 2); 
Lp\(t 1). 

On montre alors que, & étant excepté, les arbitraires À qui inter- 
vtennent dans les T, doivent étre nuls. Il suffit de séparer en trois 
groupes l’ensemble T,,— &, pour lequel on a d’ailleurs (T4, U) = U 


( D = 0 1, RE Lei 
| (QH 3. ny (RAS, ay Ca eee 
(TS: Tan) == (ni pra ZnPn) +U=&. 


(a) 


Si A 0, les multiplicateurs, relativement à G, de LaPi(O, —1, ou 1) 
et de 2,_,p,(—2) sont toujours différents. T,, donnerait donc 
naissance à deux transformations distinctes 
(b) LR dE) DR; | 
(Tan Tr) = LaPn1 + ep ré XnPn) + U. 

Or Tes, qui fait partie du groupe (a), ne renferme pas de 
terme en À. Il suffit alors de remplacer, dans le raisonnement (a), 
G par v= Ge T, n—1 ) > re . 


(c) a—=(n—1); OO a en Loe 
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Comme en (b), relativement à 


QUE à 
© — QUES bs 11 Pein) Si: debs 


4 


En sorte que, sauf la substitution de T, ,,_, à T, ,,et la suppres- 


sion corrélative du terme z,,_, p,_, dans les sommes Ÿ o,x,p,, le groupe 
conserve la même forme. On recommencera la même opération 
sur le couple de variables x, ,æ, : substitution de T,_,,_. à T,_.,; 
introduction de termes ÀAæ, ,p, dont on démontre qu'ils sont nuls; 
suppression de x, ,p,_, dans la forme £o,x,p.. 

L'ensemble & étant excepté, on peut donc prendre pour les 
transformations du groupe 


Ti =x pit ritep.+U (ne One ae 


Ty Lj Pe+ jet» p2 + U Wise. 265, ist uen =inhiy hi 
2. Forme canonique du groupe. 


Considérons la transformation 


. 
aq =», PT = pi Lips + (Z Lg D £3 Pye + PnTrPn + U. 


Les racines caractéristiques © de T sont (de par la disposition 
des termes de U) 


Il n'existe entre 0, et les autres ; aucune identité de la forme 


(6) Da Us Ds avec Bs oe 


Une telle identité entraine en effet Z7;= 1, et la transformation 


yy > æsPs+ U 


SA 
a alors tous ses 9 égaux à 1 : par suite tous les R sont C. 


19 
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D'autre part les multiplicateurs de T, dans lesquels ?, n'intervient 


pas, peuvent être choisis tous distincts et non nuls. Les multiplica- 


teurs, dans lesquels 9, intervient, peuvent donner lieu aux égalités 


Pe Pi — © ou Pa — Pi; 

Pa PA Qi Pi ou Ps Perr Pi Py, 
fa Dei 187 ou Pa RE Pr: 
Pi, 


3) 


4 


pe ppp OU Pp + 


or toutes ces égalités sont du type (6) : elles sont par conséquent 
exclues. 
Il en résulte que les o de T sont tous distincts et non nuls. Une 
substitution 
Yi di+ kid, Yo Lo + Did 


permet donc d'annuler tous les termes de U. Cette substitution 
ne modifie d’ailleurs pas l’ensemble & puisqu'il existe 2,p,+.... 
La transformation T est alors mise sous forme canonique; et, comme 
tous ses multiplicateurs sont différents, le multiplicateur de T; est nul, 
tandis que ceux des termes des U sont tous non nuls. Enfin le 
multiplicateur de x;p. est différent de tous les autres. D’ou 


ee Xi Pir Vi X2Pr, Tig=a2ipr, Ti Zips, T= TePk- 


On détermine les valeurs de r; en utilisant les équations (G’) et P,,. 
Si n24, il existe pour chaque valeur de 1 —3,..., (n—1) deux 
transformations au moins : T,,, Tai; Tai, Ta; (a, B<1, 7). On en 
conclut facilement que seuls peuvent être non C les R qui ont 
pour indice inférieur 2, n. Mais xp, entraine R!,, =o. 


Il faut donc R},,< 0, et toute transformation Eo;x;p; doit satisfaire à 


nn? 
2P9 + Pn— fi ou 2, Psls— 01 — Pn) 
S 22 


I ; 
’ RTE F=0 (ENS M2) 


D | = 


On constate que la conclusion vaut encore pour n — 3 


(G.M.) { ©ips (ren SR RES ene en 
| l) pa) NP PP © tip pe 
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B. — Le groupe sous-maximum (7 —1)(n — 2)+ 2 paramètres. 


La marche générale est la méme que dans le cas précédent, 
mais requiert des calculs plus laborieux. On a vu (p. 235) qu’on 
pouvait partir de 


nm a 


Vi Laps +> PsTsPs + U avec Li «(> ae m)- (= Asis ‘\e. 


Sa? 


s=3 \ $ 


PS Ach Ra bi as, = st BY ss: series |. 


T=) purpe+ U, (TT)=U, (TU)=U, (TwU)=U 


Ss 


On montre que les seules valeurs des arbitraires «À qui soient 
compatibles avec la non existence du groupe complet sont les 
valeurs nulles, La démonstration repose sur l'égalité de toutes 
les racines de T,_,,, soit à la racine o,, soit à la racine 6, , de cette 
même transformation. On doit, de plus, distinguer les deux cas n 25, 
n=4, ce dernier donnant lieu à un groupe y qui lui est propre. 
On obtient cinq formes possible reproduites page 291. 


SECTION V. —- DETERMINATION DES TERMES DU PREMIER ORDRE 
DU GROUPE Y POUR n= 3. 


e 


A. — Rappel de quelques résultats utilisés dans cette section. 
OMR SRERARE P,,], ou bien 


X = 2, pot LP Y =, (A+ P) Xe pe 


faa 


ou bien 


X = %4p:; Y = aripi + (a +1) £2pyt+ A LaPa+ (Pda + Yrs) ps. 
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(B). Si(XY)=o0, les ¢ de X étant supposés nuls, ou bien 


. 


5) 
X = tip: + Lops, y= o> LP + TX ps 
K=1 


ou bien 
X—Z,p:, Y = a(x, p; + Lepr) + A L:Ps + (Ba: + Y 03) Ps. 


(C). Il résulte de P,, (p. 273) que les o de toute transformation 
répondent à l’un des cas suivants : 


Deux racines au moins sont égales : 
Le] 


Racines inégales : p,, Pay (Pat Pg), 0 A: (Pi = pi). 

Pa Pa Pa Pa Cx I I D 0 6) 

P38 melee: ree — oc: 203 I I 2 @ 6) 

203 + 03 p3 Oo O (0 3 1 Oo 3 O 


(D). Pour toutes les transformations ayant deux 
prend ¢,=o,) les multiplicateurs sont les mêmes 


[e] 
CE 
jets) 
= 
#4 
‘© 
3 


Cie ai Os ila {0h Se AU: CN CIE 
fo — Pi— 0, Ds — fs — 0 Oa — 0;—=— 2; 
0 2 0; = Pr 2 Pa — pa 0. 


(E). Les équations (G”) (p. 274) étant écrites pour un groupe y 
envisagé comme possible, il doit être possible que certains éléments 
du système R[D,, p. 274] soient non nuls : nous les indiquerons 
en les faisant précéder d’un ? 
B. — Groupe } à quatre paramètres. 
1. Structure abélienne (X;X;)= 0. 
Nous pouvons distinguer a priori les trois cas suivants : 


a. Une transformation au moins, X, par exemple, a trois ¢ distincts. 


Ag Zpixipr. 
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Les (X, X;) étant nuls, il vient (P.», p. 278) 
Kiss LAER: 
I] existerait, séparément, LX; Pi. 
b. Une trans formation au moins a deux 9 distincts. 
Xi (Xi Pa + ep2) + bay pst cxsp, (Qc); 


Les autres X sont de la forme (B) 
> AL) Pr+ Ls avec (KEE aO! 


Sib Ao, X est dutype de X, etil ne peut y avoir quatre transformations 
indépendantes. Si b=o0, (X,+ AX) devant avoir une racine double 
quel que soit A, il en est de même de X et la conclusion est la mème. 


c. Toute transformation a ses trois ¢ nuls. Il y aurait alors, au 
maximum, trois transformations. | 
2. Structure non abélienne. 


Y étant la transformation la plus générale du groupe, il existe 
alors X telle que (XY) = X. 


a. Toute transformation X satisfaisant à (XY) =X est réductible à 
une chaîne à un seul terme. 


X ne peut alors avoir en effet que l’une ou l’autre forme 
réduite (A) : &;ps+ÆipP3, ÆiPi. 
Supposons X—%,p:+%Xps, et par suite Y= Diet hy), Pics 
L’existence de a’ x,p, entraine celle de (P,.) 
Z,= a! La P yt Wy La Pr Lig =A Bi Do bho algl lan 


Lineal, Le), / PEE ESP ER ay) 


Comme Z, ne doit pas scinder X, ses ¢ sont en progression 
arithmétique. Il faut alors Z; = AY; car, dans le cas contraire, Z, — pY 
donnerait Lz;p;. L’existence de Z, scinderait X. Si Z, existe 


(MZ Oc Oy (Py 14/12) ais Ha Pa Py ])1)- 
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dont les 9 ‘ne, sont en progression arithmétique que si a, —4;. 
Douy = Pa — ZaPn: 

Si Z, n'existe pas, Z, et Z, existent ne et Ya la 
même expression. 

On voit alors que, dans l’un et l’autre cas, il existe une 
cinquième transformation. 


b. On peut supposer Ÿ = Zp;æ;p; et (X;Y)= A,X; C= 1, 2, Et 


Considérons les formules de structure(X;Y)— c;,,X,(s— 1,2,3,4; 
tæ=1,2; 3} (en convenant =). 
Leur réduction à une forme canonique dépend de l’équation 


(7) A(A) = | Cur— &A| 0 (ipkhe12t 8h 


Les racines de (7) sont prises parmi les six différences ¢;— ¢, des 
e de Y. Or légalité de trois de ces six nombres entraîne p, —p;=#; 
et donc =o, ce qui est impossible (P,,;) puisque (XY)—= X. 
Donc A(A) n’a pas de racine triple. 

Plaçons-nous dans l'hypothèse où Y, ayant un © double, ne 
serait pas réductible à Éo;x;p;; (X,Y)=X, et (A) donnent 


(8) Ki == TD Y= ax, py+ (A+ 1) LP: + a Lips + (Bax, + Ya )p;: 
AVEC Y=@ ou RRQ 

D'autre part (7) a certainement une racine nulle; dans le cas 
contraire ses racines, prises parmi les multiplicateurs non nuls 


de Y, seraient (D) : À, À, — À. Si l’on prend par exemple 
(9) Y=a(a,pit LePo) + b2.p,\+ caps, 


aux deux valeurs opposées correspondent : ou bien xp, et æ,p;; 
ou bien æ,p, et x,p;. Le crochet donne, dans les deux cas, une 
transformation dont le multiplicateur est nul. 

Or à une racine nulle de (7) correspond une transformation Z 
telle que (YZ)— o. Car on ne peut avoir à la fois (P,,) 


(YZY=Y,~ (XPYVS XK, 


Si l'on prend Y sous la forme (9), avec b 4 0, lacondition( YZ) =o 
donne 
L=a(.2,p,+ Lops) + Baap, + Y23 py. 
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Si ay —cd 4 0(G") donne R =o. Par suite 
== tpg 


Revenons alors à (8). Soit y= a; on peut alors supposer «=o 
dans Y. La transformation permutable avec Y, est alors, comme 
on vient de le voir, æ,p,, et, sans modifier (X,Y)—X,, on peut 
annuler 3 dans Y. De même si y=a-+1. 

Enfin, A(A) ayant au plus une racine double, les seules irrégularités 
qui peuvent se présenter dans la réduction des formules de 
structure (X;Y)=c;,,X, sont incompatibles avec la condition 
Ss Lo Lip; Carrer 

c. Détermination du groupe. Y = X2;x;p; (X;Y) =; Xi. 

X; est une chaine à un terme si A; 0, ou bien si Y a deux o égaux; 
dans Je cas contraire X;= Z5,x,p,. Comme il ne peut y avoir trois 


transformations £o;2;p; indépendantes, il peut exister : ou bien trois 
chaines à un terme | 


LePis %3P1, Lops} Y= 200) p;, 2 at; (G") donne 0,= 205+ ps; 


ou bien 
Ly Py AMPs, LyPr+ Bxgp;. 


et deux chaines a un terme que (G”) permet de déterminer facilement. 


C. — Groupe y à trois paramètres. 


On peut trouver très rapidemment leur structure. Considérons 
l'équation caractéristique relative à la transformation générale 
désignée par X, 

A(h) = | Cyp— A | SO (0 Ai O03 ). 
Lorsque A(A) a une racine double non nulle, on peut prendre pour X, 
la transformation qui correspond à la racine double 


(ONG Xo ENS: (XX) = XF OX, + NE 


Si l’on annule a en remplaçant X, par X,+ aX,, XX: X, donne 


aK KX, ) = (XX) Ky] 


Ann. Ec. Norm., (3), LVI. — Fasc. 4. 36 
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et comme A(A) n'a qu'une racine double prise égale à 1, 


(X, X;) — 0. 


D'autre part, pour qu'à une racine nulle de A( A) ne corresponde pas 
de transformation permutable avec X,, il faut que cette racine soit 
double. Dans le cas contraire, on aurait (X, X)=X;,(X, X;)—X,.ce 
qui est impossible (P,,). Mais si A(2) a une racine double nulle et 
que (X,X,)=X,, (X,X,)= Xo, l'équation caractéristique relative à X, 
a certainement une racine non nulle; il suffira de partir de X, et non 
de X,. 


|. /ln'existe pas de sous-groupe abélien. 


A(À)a, par conséquent, deux racines distinctes non nulles 


(NG ENG) ENS (MX) = A; EX) = GN 


NG ONA NG Se EOE Gr 05 (A+ p)=o (A+ p) =o. Cas a. 


2. Il existe au moins un sous-groupe abélien (X,X.)= 0. 


Si l’on a également (X,X,)=o0. Soit (X,X,)=a,X, qui donne les 
deux cas: 6, a, <0,4=d;—0;),40ua 20. 
Si (X,X,)=a,X, et par symétrie (X,X,) ='6,X,; l’un des a et l’un 
b, 


P RS = » as b = 
des 6 étant non nuls X,X,X, : a. b,X,=b,a X.. Sidonc: — = 2—=/, 
(ti ls 


X:— A X, est permutable avec X, et X;; par suite, il faut supposer 
a; = b,=o. D'où deux cas : y, qui comprend 8 pour a, —oet i eto. 


P,,. Structure d'un groupe à trois paramètres 


(>: PNG EN (ENS Noe er (LG Oe ees 
eS) (ENRN ON E Ne (CNG) 0: (OSS) 9 
a); (BSB Nea =) No BARRE RO re (ONG Not aie 
(à) (XX) = X2. de de At en" re (X,X,) = 0. 


Il suffit ensuite d'appliquer à chacun de ces cas les principes qui ont 
servi à déterminer y. De même pour yp. 
Les résultats sont récapitulés dans le tableau ci-après. 
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GROUPE RRLATIR atx G. C4 G!M., G.S. st a n — 3. 


H 


Dky LiPks Xi my LEPks CRT NN) 


i eae 


(M 


PA 2,5 Helen. +1) 


5 on; 2%4P41 + LoP2i LP + LnPn 


PP Pt SR ROUES En) ep ep 1 pe PRS 
Bt Pe D al mee tg Sis a Ni À = paie a UDG 
« 5 i ee 5 7 2 à G 1 
Rpt TA La Pn dns Pros C2P2 — 2LnPr- P-L Pry HUE 


PR CO eee BS Ryo, Seng (IE — 4) | 2 Pair Le Pes dit npn Wigs 
D NT hha dl hr Oy ep hs apis Ly pe . ARE 
DE lle ie SED Oy) arcs, Jo Mile 


LaPn Ty Py + OX2P2+ (1— 20) Lapn rh 


Ti, PsP, CPS By Pi wipe 253; 4) PRAIRIES 


& 3 1 
D PPPs Pi 202 Pa; Vopr Lips Laps ai 


ay, 7 Tae SF DA 
ZL, Pi + L2P2; LP, d'sP3; LoPi, Lap, OU LP; + as 

j ¥ eee 3 
Ly) Pys doPa— V3P33 TePss Lap» AN large Cy 


5 © D - 


Ly Pri Ls psy dopi5 Laps Dy. 


‘ = 2 Dad 

1 > PidiPi, Pi = 202+ Pas LoPi3 Laps (? ah si pi 8,1,1) > a} 

i . , 5) 4 

2 32 Py Lep2+ (XL: + Ls)Ps; LP; LP: : as 

in L à » 1 

8 5ripi + P2pst 3T3Pa3 Lapis Lai + Laps AC 
24 a 

4 22, py+ LsPr3 LsPrs d'aPi + La pr ET Ne 

DA pee at 

5 Hy Py— L2P25 %y Pra; Lops DC ati 

Sat 

6 pri dipii lip: FA 
— 5 2 1. en D 

if Ù Gi; Pis os dep: Gi hy sims OS ESS (Oy he Dis 

ee 

8 (Gs + d'y) Pi + Ly Pas LP; Tops a 

om 


o 


Ly Py daPs3 daPa— As Pz} Lap, OU Lp, OÙ Lip; 
10 Ly Py3 LoPa— Paps; d2Pi “aies 
Â1 ip; Zip Vs Py} 1 Pz OÙ d'sP2 = 
42 XP: ds; d'iP» 
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Grovrr y RELATIF aux G.C., G.M., G.S. rr a n=3 (suite). 


n= 3y, 1 D Pidipis Lepr 

2 (21+ ts) Pi + @spPs5 Laps 

3 3xipi+ L2p2t (Lot d:)P:; LP: 
A xy py+ Lops; Lepr 

5 Sayprit L2p2+ 323p3} LaPi + Hops 
6 api— L2.p.+ 323p3; LoPi + MPs 
7 2X, prt L2pr; LaPy+ Zap 

8 x prt ALaPs; Lips + Grip: 

9 (xs + £2) Pi + LaPa — Lips; 2p, OÙ Lp, 
10 Lai; L2Py+ LP: 

41 mp; æ:p: 

12 x2pi3 Laps 


> O;.Xi Pi 


Ly py + (21+ Le) De + 4223p; (e*=0, —1, 3) 


n oy; 


Pep 


4 
2 
3 La Pa + Li po 
4 
5 


Lo Pi + ps 
D — 2} api 
CHAPITRE VI. 


DETERMINATION DES GROUPES MAXIMUM ET SOUS-MAXIMUM 


(rn QUELCONQUE) 


ET DE TOUS LES SYSTÈMES G QUI ADMETTENT UN GROUPE (xn —3). 


SECTION I. — UTILISATION DES MULTIPLICATEURS 


POUR LA DETERMINATION DE LA STRUCTURE. 


A. — Méthode générale. 


Soit un ensemble de transformations dont on ne mentionne que les 


termes de l’ordre le moins élevé 


a 
pee oly Pp ans DU ee 0) T =a CER: DAMES XD A, 


dés | 


| 
| 
| 
| 
| 


=-—v-5 
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Le groupe y des T;T [il peut y avoir plusieurs transformations 
du type (T)] étant supposé déterminé, il convient de lui adjoindre 
des transformations d’ordre zéro : X;= p;+.... La transformation X; 
existe certainement lorsque l'opérateur p; figure effectivement dans 
Pune des T;,, T, mais cette condition n’est pas nécessaire. 

On a défini (Dy, p. 277) le multiplicateur de T;, relativement 
aT = (o,—¢,). 

Nous poserons encore 


(U),, ou (V}), — ensemble des termes a.x.p, dont les multiplicateurs 


[relativement à (T)] sont tous égaux à m. 


P,,. L'équation 


T = Z2o,x,p,, U : transformations données; 
AZ (2 Th als Z : transformation inconnue; 


| H, a: valeurs numériques données 


admet pour solution 
st ao, Z—=(V}x, les coefficients des termes de V demeurent indéterminés; 


. 4 4 ry ~~~ < ¢ 
mao, mH, Z=(V)a+ x CU): 


mao, m =H, aucune solution. 


e: 


Considérons alors une formule de structure relative a deux trans- 
formations X;, T déterminées 


(X;:T) =9;Xi:+ (U),,+ (V)et+-;-+(W): M USD. 
BS iy RE 
Il suffit de remplacer X; par X; a ey AV her (W i pour 
obtenir 
(1) (Ay) == pr Xs QU), 


L'identité de Jacobi donne, relativement à une autre transforma- 
mon, 1 == 26, xp; (6, =0) 

e:(XiT’) + ((U),,T J =| (XiT)T]; 
(X;1T’) est du premier ordre; et comme rl |==Azip,, [(U),,U |=), 
Par suite (P::) 
(2) LOT 0; (X;T’) =(U’),,. 
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On forme de même à partir de (1) 


Cox 65+ 01) (MiT je) = [(XiT je) T] + LT (Ue, 


9 

ae avec (X Tex. 

" (RP) (MX OS [OUEN NN CU) | 
4 


avec CXET) = paXe + (Ve. 

On en déduit, par application de P.,, la forme des formules 
de structure. Elles sont dites régulières lorsqu'elles ont la méme! 
forme que si les transformations étaient réduites à leurs termes de 
l'ordre le moins élevé. [| Ce qui arrive par exemple pour (X,T) (X;T) 
lorsque le grouge y qui est donné ne comporte pas de T,, dont 
le multiplicateur soit égal à 9;.] Cette méthode permet de déterminer | 
rapidement celles des formules de structure qui sont irrégulières 
dont on indique la nature en les faisant précéder du symbole I. S. 
Il est commode de former un tableau | 


7 a Tr 1) | 
Ne X, shay! Ns Gs Ay Ae Tey mi = 0; — De 


iP 

X4 

Xe 

Kaa | Di Ona Pst Onn, vi. Lede eee TR CR 
Tr 

x, O1 + On CN TEE EN) mij ne mi" 


Les irrégularités proviennent de l'égalité, à l’un des nombres de la première ligne 
[auxquels il faut adjoindre zéro, multiplicateur de T], de l’un des nombres des 
lignes suivantes. 


B. — Application au cas nr — 3. 
1. Régularité des crochets (X;T ). 


P:,. Lorsque le groupe y comporte la transformation T = Doan 


(er 0), on peut choisir les Xi= p;t- ... de telle façon que les (X;T) 
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sotent réguliers, sauf peut-être 


T—2%p— LP; + LEP ks Boa (2G Wien, GS U.Gi be 
T= cpi+ 4xjpj+ arp SCX) =X, + pt, 
ou bien (1) (X,T)= 2X, 2vTy,. 


D'après 1, il ne peut y avoir d'irrégularité que si les racines 
de T sont liées par une relation 5, —253—9.. D'autre part ces 
mêmes quantités (que l’on suppose non nulles) sont liées par 
Pune des deux relations (P.,, p. 274) : 26.— 94— Su» Pa + Dr 0. 
Il résulte de là que les valeurs des ¢ qui correspondent à des 
cas d'irrégularités sont entièrement déterminées. Certains de ces 
cas s’éliminent, soit que le système & (p. 274) se réduise a 


zéro par G”, soit à raison de l'identité de Jacobi. 


Remarque. — Les résultats précédents reposent sur deux conditions : 
1° les transformations T;, qui font partie du groupe répondent 
à (Ty, T)=(ex— 2,)T;; 2° l'existence de T,; entraine que certains 
des symboles a, 6, c (p. 274) sont nuls. Or il arrive que le groupe 
comporte des transformations du type T;,=x;p;+ x;p;,(t} kA). Mais 
l'on constate que T;; satisfait aux deux conditions précédentes exac- 
tement comme T;;; en sorte que P,, vaut pour les T;, comme pour lesT;;. 


2. Transformation T effectivement linéaires et dont aucun ¢ 
n'est nul. 
Lorsque la structure est entièrenrent régulière 


CADET Xs, (2, E> Ga an oe A= Pi: vee OsLs)Ps (LEO) 


il est utile de savoir a priort dans quelles conditions un tel ensemble 
peut exister. | 
# r anes ‘ rn . ba 
Pee DTOUpE hp; (1 —1, 2,9), D == > OA: ne peut étre 
SPs 
admis par un système G que si T a l’une des deux formes suivantes : 
DAC pi 2L;Pj + Ty}; | les Sik el les Ru i fi Wine Rie Jitu 
P= 2.7; p.+ XiP;— Lepr: | sont C, excenté | fh. fs Rhye == Rug Rig Sip. 


(1) Car s’il existe à la fois Tix e¢ T4; la structure est régulière. 
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Compte tenu des transformations p;, les équations de définition 
de (T) donnent ' 


(oi PJ — PRIS j= FORA Ex @/- 


Par suite tous les f sont C, à moins que les invariants ne satisfassent à 
des relations 


(6) (67) p= 29, (6°) pr=pjtpe (ik). 


De plus, étant supposé que les f ne sont pas tous C, il faut encore 
exclure le cas dans lequel tous les R le seraient. Les ¢, doivent donc 
satisfaire à des relations (P,,, p. 274) 


(7) | Pat Po 0, 2Pe—Pa— Po- 


Enfin on peut calculer les R directement à partir des /. On voit 
facilement que s’il n’existe qu’un seul / non C, il doit ètre du type /;. 
Mais, dans l'hypothèse ¢;540, les f de ce type sont précisément 
toujours C. Il doit donc exister au moins deux f non C, et par consé- 
quent deux relations du type (6,) ou (6,) : 


deux relations distinctes du type (6,) 
Pi 2p;, Pi—2px ne satisfait pas à (7); PRADA ROUES 


deux relations distinctes du type (6,), l’un des invariants est nul, cas 
exclu; une relation (6,) et une relation (6,). Compte tenu de (7) 


Pi 2Pj; Pj— Pit Pe. 


SECTION Il. — DETERMINATION DU GROUPE MAXIMUM 
(n AU MOINS ÉGAL A 3). 


Dans tous les cas mentionnés par le tableau de la page 201, il existe 
un ensemble de transformationsa;p, (v7,  prennent un même ensemble 
de valeurs: 3, ...,” par exemple). On peut alors faire état des propo- 
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sitions démontrées en général au sujet des couples 7.d. L'ensemble 
précédent est immédiatement réductible à la forme régulière py, 2; px. 
On détermine alors facilement la forme de toute autre transformation | 
appartenant au groupe : 


Transformations du premier ordre..... Le Zi E + 26 po + À = “| 
Transformations d'ordre zéro......... FR VoPo + +2 Li Pi 


1, &, indices appartenant au système proposé ; 
s, indices distincts de ceux de ce système; 
HET u., fonction des x d'indice grec; À est une constante. 

A partir de ces formes générales, il est facile de déterminer, dans 
chaque cas, l'expression des transformations qui font partie du groupe 
sans rentrer dans le système x;p;. Enfin, les équations de définition 
du groupe donnent la forme du système différentiel qui lui correspond. 

On peut également employer la méthode des multiplicateurs. Elle 
donne, comme on l'a vu, les I.S. et, à partir de là, la forme du groupe. 

Dans le cas présent, y contient (p. 291, G. M.) (n — 1) transforma- 
tions indépendantes du type T =7,2,p,. La transformation T la plus 
générale T= p;x;p; renferme alors en effet (nr — 1) arbitraires; il ne 
peut donc exister entre les ¢, quels que soient les r, qu’une seule 
identité. On connait d’ailleurs la forme de cette identité. L’un au 
moins des Ri,, étant non C, on doit avoir 


(8) Pres Pr PE Pee 


Nous appellerons nombre de termes d’une telle relation le nombre 
des quantités o qui y figurent effectivement, compte tenu du coef- 
ficient de chacune d’entre elles. (On suppose que tous les coefficients 
sont entiers et que la plus petite de leurs valeurs absolues est l’unité.) 
La relation précédente est à quatre termes si zy, k, l, même 
lorsque j4l deviennent égaux; elle n’est qu’à deux termes sir — 7. 
Il est clair que si l’on introduit un nombre quelconque d’égalités 
entre les indices d’une relation linéaire entre les ¢, la parité du 
nombre des termes demeure la même. Cependant, lorsque z= 7, k —l, 
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la relation 25;— 0 doit être écrite p,= o et elle devient, parconséquent 
relation à un seul terme. En dehors du cas dans lequel la relation (8) 
se réduit à ¢,—= 0, le nombre des termes de (8) demeure toujours pair. 

Or, les relations qui doivent exister entre les 9 pour que des irrégu- 
larités de structure s’introduisent sont respectivement : 


(a) relativement a (X; T)..... O;—= 0x— 0; OU 0 

(b) » A(X Dee. pi 0x — p= "(p7— Pe) O10 

(c » Vid (O. Gre, Gian, Se 0;-+ 0;) = 0}; OU O OU O,— Dy 
/ Ny ut i Î i 


Les relations (a) et (b) et la première des relations (c) ont un 
nombre impair de termes. Elles ne peuvent donc, en aucun cas, dériver 
de la rélation (8) qui en comporte un nombre pair. Seules sont à 
quatre termes les relations (c) des deux derniers types. On obtient 
alors immédiatement celles d'entre elles qui dérivent de (8) : 


Lorsque (8) est à quatre termes : (4 kl. 
(1.S.), pi=o;+patp (67,4, 14); (COCRES AT Yi (ph = nN: 
LÉ spi= 2 eee! CPV XLR) ays 
Lorsque (8) est à deux termes : pat py=0 (afb); alors px + 95+ oi= pi 


(IST): EX Non ee OS, Aare TE (Xz, Nese 


B. — Structure du groupe maximum G.M. [(n —1)(n — 2) + 3} 
paramètres. 


On voit, en se reportant à la forme du G.M. signalée page 291(n>3) 
que la transformation la plus générale du type 2s;x,p; est 


r= 
a ~~ 
P= 2.4, p,+ LoPe + l'a(Xi Pi + LrPn) +> Pi D i, 
pees 


0,2 + Ty. Ooh. ES à (TES a 


La seule identité qui existe entre les pe est pi —2p;+p,. On peut 
alors appliquer (I. S.), 


(LS.) Rix yee 
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C. — Forme du G.M. et du système correspondant. 


Lorsque À =o, la structure entièrement régulière implique l’exis- 
tence du G. C. Par suite, on peut prendre À =1. 


KS pi (Se BPS ce fle |: (EXNGN == Dene [XX Xn gs 
d’où l’on déduit 


a ares 
Xn = Pn + 5 Pr. Tr p.. 


Les crochets (X;, T;,), tous réguliers, donnent ensuite 


: oe 
= PE sauf Fe 2 pa reetae 
Enfin on acheve fa détermination de la transformation la plus 
générale 
T= 29:2; pit (Ln) Ps 


(les £ étant du second ordre), en écrivant (X,1)=o¢,X,. Compte 
tenu de ¢,=2¢,+9,, on obtient Ë— o. Le résultat est mentionné 
pages 304 et 305; le groupe étant connu, on en déduit facilement un 
système qui l’admet et les solutions de celui-ci. 

Rappelons enfin que, dans ce cas comme dans tous ceux qui suivent, 
le passage du groupe y (tableau p. 291) au groupe effectivement 
admis par le système peut s'effectuer par application de la théorie 
des couples. 


SECTION III. — LE GROUPE SOUS-MAXIMUM (7 AU MOINS ÉGAL A 3). 


Nous ne reproduirons pas le détail des calculs qui permettent la 
détermination du G. S. Notons que chaque détermination d’un type 
de groupe et du système associé doit être complétée par les conditions 
nécessaires et suffisantes pour que le groupe effectivement admis par 
le système ne comporte pas de transformation supplémentaire. On 
précise, en utilisant les multiplicateurs de la transformation 
T=Xo0,x,p, la plus générale, la forme d’une transformation supplé- 


2 0 


300 GUÉRARD DES LAURIERS. 


mentaire de y. Il lui correspond, pour les cocfficients du système, des 
conditions dont il suffit de prendre la contradiètoire. 
Il existe trois types de groupes G. S. que l’on rapprochera du G. M. 


mire me [ES eens En... (en) Pah cipn: 
LiP1 KE ÆnPn; 2%1P1 + L2Po; Lo Pn- 
GSI Pk DiDi lek rae Fe Pix Ci Psy “OCS: 
[o(x2:) non homographique |. 
Pk; Xi Pk EPP. Fa ee RD): Li P3 + LaPn 
Pay LePrn+ (x2) p11, Pons 7< Const. 
G. S.II : I 
ou, au lieu de pn, Pat Pr Pan 7 const. 
(Les oj, désignent les coefficients fi}, mais envisagés à une forme C près.) 
G.s.m | Pis Pa Pat dediPis Pi %y%zPr;  PsPu L433 
l Lipsy, LiPi+ LP: (in, 3, 4). 
G.M. © . G.S.I 
Pi 203+ On el DEE TE PRE LE "0 TE TR Te 
x + : [A 
D Don y= 0 A SANS ee eee eee ee eee 2. LT, 2 
Dany ares 
PAT ° . eae CNT Fe, annee ele eine see 2/21 TZ = kQ(2) +40 
A TL> + 02% + Y= 0 Oo ee OR Ci | Mme corossoconoonosodD spe perme Pk 
AT Hiti+ yy ==) . . . Oo ts 
RSC (nl... ae oo Se Winns 
G.S. IIT (n= 4) 
G.S. II © © Pa Pet Prt py 
ÊTES De 5 Se Le: eres bee Ti pme ae | 
»__ 9" 
as ote Ti— 0 . i ONU Cay ae) 
dx, — oy 
Ft ol (0) (Ge) ] + À . éco . . +. æ=(ba—af)x;+ x, + 


Gn OL ae 7. 
ip Se ee ee Cae ees Ij=ALX,+a, m=ba,+B 
Li = Aj Ly+ v; 


[= 3,4-.,(n—1)] * aol 4 oe 
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Les schémas précédents indiquent les distributions des transforma- 
tions dans les différents cas. Chaque . indique une transformation à 
laquelle correspond un paramètre indépendant et par conséquent un 
coefficient non nul. © indique un coefficient non nul, mais égal à une 
combinaison des paramètres qui figurent déjà dans le tableau 


G.M. 0—29,+0,;: GSUIT 00: G.S. III 9 —20, +0,+p.. 


On voit alors immédiatement que les trois cas du G.S. sont trréductibles 
les uns aux autres : 


(a). Soit en ratsonnant sur la composition de vs 


Désignons par = le produit des ¢ de la transformation la plus 
générale extraite de y et par 7, le produit de ses 9 non nuls lorsque = 
est nul. 


G.M. x dépend de [(n — 3)° +1] arbitraires; G.S.1I 22-6; 
G.S.III 7 dépend de [ (2 — 2)?+1](—5) arbitraires; HS IL 7=S; 


Et l’on distingue les deux cas G.S.I et G.S.IT en considérant x, qui 
est égal au mineur principal relatif à £?, 


G.S.I 7, dépend de [(n — 2)?-+1]| arbitraires: 
G.S.II 7, dépend de [(n — 3)?+ 1] arbitraires. 


(3). Soit en raisonnant sur les courbes solutions. 


Ces courbes dépendent d’une fonction arbitraire pour G. S. I 
et G. S. IT, tandis que ce sont des paraboles pour G. M. et G. S. II. 
Les courbes G. S. Let G. S. II sont des courbes planes, et ces deux 
ensembles coincident en ce sens que toute courbe de lun de ces 
ensembles se retrouve dans l’autre. Mais on ne peut dire que les deux 
ensembles coincident si l’on tient compte de leur distribution. Les 
courbes M de l’ensemble G. S. I qui correspondent à une courbe 
donnée m du plan des æ,+, peuvent être situées dans un plan 
quelconque, tandis que ce plan est déterminé à une translation près 
pour l’ensemble G. S. IL. En d’autres termes, la courbe m étant donnée, 
l’ensemble G. S. | comprend toutes les transformations (linéaires) 


20% 
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quichangentles Mles unes dans les autres. Tandis que dans le cas G.S.IT, 
ces mémes transformations permutent en même temps différentes 
courbes m. Enfin on peut encore dire que, dans le cas G.S. I, la famille à 
deux paramètres de multiplicités à(n—1)dimensionsæ, =k ¢(x,)+1 
demeure invariante par le groupe. Tandis qu’il n’existe pas de telle 
famille dans l’ensemble G. S. II. 

Une remarque analogue s'applique aux-deux ensembles G. M. et 
G. S. IIL. Les multiplicités à deux dimensions 


I P 
m = Sa, a ah 
> 2 


(G.M.) 


AXet+ OL,+Y=0; 
m' x =(ba—añ)x; ++ p, 
(G.S. III) | ,— ba, + 6 


coincident bien dans leur ensemble. Mais, dans le cas G. M., on obtient 
toutes les courbes qui correspondent à une m donnée en associant 
à celle-ci un plan quelconque, tandis que ce plan est, dans le 
cas G. S. III, assujetti à appartenir au faisceau a@,==a, a2, =o; 
Les multiplicités à (7 — 2) dimensions m sont invariantes par G. M. 
tandis que les m’ ne le sont pas par G. S. III. 

Tous ces résultats valent pour n= 3. 


SECTION IV. — DETERMINATION POUR n= 3 
DES SYSTÈMES DU SECOND ORDRE QUI ADMETTENT UN GROUPE. 


Dans un grand nombre de cas, l'existence du groupe considéré 
entraine celle du G. M. Il est utile de les connaître. 


P,,. Conditions suffisantes pour l'existence du G. M. : 
1° le groupe comporte X;, T = 210s Me Dys i lag = aa BE das 


2° les 5, supposés non nuls ne sont proportionnels ni à 1, 4, 23 ni 
42,1, —1; 


3° la structure est la suivante 


CX Kelis 04100 (Xe Xn) AT) : (Xl EX: (XT) = 9, X;. 
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Si À — 0, la proposition n’est autre que P.,. Si Aso, soit À =" 
on obtient 


Aye Ps; X= Pro, X;= p; + sep RE De. 


Le crochet (X,T)=o0, X, montre ensuite que T a la forme 


reguliere Dep En se reportant aux équations (G)(p. 226), on voit 


que seul le symbole f},—x, peut être non C. On est bien dans le 
cas du G. M. 

Dans tous les cas mentionnés page 291, où le groupe y comporte 
effectivement des transformations, on utilise P,,, P,,, Ps, P., 
et la méthode ci-dessus indiquée pages 293-294. Mais le détail de 
l'application ne souffrant pas d’être résumé n’a pu trouver place ici. 

Lorsque y est identiquement nul P,; (p. 290) donne la structure 
du groupe. On obtient facilement les groupes et les systèmes 
correspondants. Les quinze fonctions 2°, sont solution d’un système 
différentiel ordinaire. Leurs valeurs initiales demeurant arbitraires, 
on pourra toujours les choisir de telle façon que le groupe ne comporte 
pas de transformation supplémentaire. Celle-ci serait en effet du 
premier ordre et imposerait aux valeurs initiales des 2°, des relations 
que l’on peut toujours supposer non vérifiées. 


La structure du groupe est connue (P.,;) puisque celui-ci 
comprend au maximum trois transformations X,, X,, Ts). Mats on 
constate que le groupe complet existe sauf dans les deux cas 


A = py, a PactetiPi) l'existence d’une transformation 
supplémentaire entrainant celle du G. C., il suffira d'écrire (Pia; 
p.223) ÂAui—huxZ<o pour l’un au moins des couples de 
valeurs th; 

2° X,=p,. Il suffira de spécifier que les 2 ne satisfont pas aux 
conditions qu'impose le cas 1°. 


304 ; GUÉRARD DES LAURIERS. 


TABLEAU DES SYSTÈMES DIFFERE 


Système différentiel (à une forme C près). Solutions du système. 
À P > 


: re. 
25 ot PAIE 


AL, + 907%, +Y =O 
Let pair v=o [i=3, :..,(r 8] 


n quelconque, y : [(2 —1)(7 — 2) + 3| paramètres. 


G.S.I FA QT (Le) 7? B= M QO (22) + Ha 
Fe Lie tie Li Cee dr Ut) 
TT; — O0 
ICT es ax, 


Gros kl By — = 10) (> / | 
| ES ak dx, x Lo'(x2)] + À | 
D 10 PRE Care De 
LS MLA vey HI, a nay 0 
n quelconque, y : [(7 —1)(m— 2) + 2] paramètres. 
Gos. (ir 9 (ne ea, == (60 —ag)x3t+ hart p 
2 ==) Ty XXI + 0 
TL, — ou + T 
n—#4,Y:{(r—1)(n—2)-+2]— huit paramètres. 
ir = fair NET tes 
i) Ly By = ns f(s) PAL pi 
iat D° 
S — 0 
4 Gp NET) 
=O a Be” 


n— 3, y : trois paramètres. 
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DMETTENT DES GROUPES. 


304 


SSS eee eee 


Groupe admis. 


es 
»-) (2 —1)]3 Pat = USP 


UE an Og 


.... (2 —1)| 


I Un Pry 20) Py + L'oPo, LaPn 


n quelconque, y : |(7 — 1) 


Valeurs des Rix non C. 
Conditions nécessaires et suffisantes 
pour que le groupe 
ne comporte pas de transformation supplémentaire 
d'ordre 1, 
ou bien comporte une transformation supplémentaire 
d’ordre zéro. 


el 


(n — 2) + 3] paramètres. 


19” a XL»+ B 
Ne RE TE ER en pe ca 
D pis, À —3, ...,n) RS =D d CPRCEE 
_ NUS Si 9 =e” il peut exister ps 
og" / 
0. X\; n'existe pas Ris | | 220 è 
20 
2 ns ir, 3, , (2 —1)] 
po Prd LoPn + GL) py 
n quelconque. * : |( 7 — 1)(n — 2) + 2] paramètres. 
D, Pst dan, Pry Pi — V2 Tap Be ae 4 
Ps 
er pit din (i = 2, 3, 4) 
n==4, 7: |(m —1) (n — 2) 4- 2| = huit paramètres. 
5 LP, Vs Pry 2X Py + L2po J'Y 0. Pour Vexistence de X; : 
À » P] . à = ‘ ss ed ce, 
=f[i+ (y—).03|ps+ (ui Sa )p | SD EN EAN où fae 5 +ce 
2 Le 
= Soiled | : 1: 
SH p> ai Si SSR pian 7 5)a | 
M 
ae: 
Si Ê= 0 == LU Na) | 
| 
n—3, y : trois paramètres. | | 
38 
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TABLEAU DES SYSTEMES DIFFEREN 


V xt == 2, (fr, + ox!) ayaa fr + par) 
ees sO) By == a ( da pu RL; 


a ey bara) Si & ©, Y, E. € : fonctions de x, 


Système différentiel (à une forme C près). Solutions du système. 
i | 
\ | 
{ 
j 
1 
! 
; 
} 


: VI a = 10) Rei last 3 

; as pote À | A (6 4 i I 

l - : : CL ees 1e — — | L( 1500) se 
i Hs NY == Bia, = Aaa, 2 B 

A, B : const. 

{ 

n==3. y : trois paramètres. 

1 


VIEN ear ee eS 
SE = ep Bs, +A CRUE 


7 


SN) ( A, B : const.) 


n-—3, : deux paramètres. 


PEER 
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‘ 


DMETTENT DES GROUPES (suite). 


Valeurs des Rx non C. 
| Conditions nécessaires et suffisantes 
pour que le groupe 
Groupe admis. ne comporte pas de transformation supplémentaire 
Wordre 1, 
ou bien comporte une transformation supplémentaire 
d'ordre zéro. 
oo RR 
ay RE ib = : fÆYx;+ 0 
Pe: ; n'existe pas hs E JTE 
Ms 2M Py Lapa, Lo}  f\ 23). ps ch ff 
R?. a= Sn haa 
332 ; 
ie ale We 12 
R! = i Ë | ere if 
232 Te ANT 
ai Hy ce 4 f 
D + 4 3 oq S 5! Oo 
Ps: \2 n'existe pas Rie eee 
. DONNE r, 7 
Li Pi + LP: 2 a 
a 10 Der rl fe ov 
wy. x y G'=JE +96 Réel 0 
mx tr. EPA roa Ea ) “a itl _ et! 242 » 15 \ 
On n’a pas 
al 
/ + & Y es 
LE Re a avec Jogo — Poy = 0 
Jo Do So 70 
#2 
3 AB 
D: + A EPs P) aa == ABA 7%. "1 Aye == 
2 5 2; D 
D1 Ys Jo ; 
! \ ! À \B==0 
Mer — ri Pay d'aPi-t — 05 P3 
n--3, y: trois paramètres. 
| B 
re: 1 od aS pity | MER 2 D —2d' 
Dy L'op2s Jos Ps ; Dis = panes Rio Ne ate (2 A? | ¢ 
ls 3 A 
QE — UP) Ls Ds que Se 
| 2 ; 1 


| Aou EU) 


doi, if 3 


va Haras) à G(r) eye 


| 

; à , ; | 

9 bis, ch; x, ne doit pas etre réductible par | 
n-=3.7: deux paramètres. 


Système différentiel (à une forme C près). 


Di Pom LE Ge 
" 
Biro 


” 
x LX ,— 0 
Tite, 
LS LT DTA, 


XI x’ =a 


XII "=. 


iv" a 
* Be 


XIIT 2, = fap+ 2 gare, + hal? 
J, &, h : fonctions 


de æ,, 
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24 Be 
SS ay ei ¢ 


TABLEAU DES SYSTEMES DIFFEREN 


(MEA) 


= 
as 


a 


extn) e—b ce (444) 


u-— 3. y : deux paramètres. 


SUR LES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS DU SECOND ORDRE. 


METTENT DES GROUPES (suite). 


Groupe admis. 


Reel; P14, 2L1Pi1 + LP 


D + (a+ S.2r;)(2ypi.+ ©3p;)+Y2: 2p»! 


1 > 
Ps: TT 5 PNR CIRE 


TL P2 — Xp; 


7 5 as 
; X, n'existe pas 


+ La) Pi + fp; 
fonctions de x, 


Ds (1 


rip api SP: 


Pot a (ripi+ Lp) 


: I 5 
+ (6 a2+ Yx;) (api tfp:)— YUspy I) « 


Pi, LP: 


R= Sy 


306 


Valeurs des Ré non C. 
Conditions nécessaires et suffisantes 
pour que le groupe 
ne comporte pas de transformation supplémentaire 
d'ordre 1, 
ou bien comporte une transformation supplémentaire 
d’ordre zéro. 


ate Rl Sf fe ie by — 2" — 2%, Gee 0) 
Exclusion de f= h2;+ p, g=— = ne 
Peur XG 
f= (Bas— ay) fi gi + (a+ 26a) g=0 
== ies = 5 
ae (=) 27 
= | > | + 12 
as Fal ME 
tj Im (Ea) ee 
ay — 2 | fo - B fit 


AS ! 1 =Z 
20, bs OW 520 


PHO, a: ou a 0, 


Non réductibilité à G.S. I; 


: deux paramètres. 
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Système différentiel (à une forme C près). 
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RIVE (ri Au.) 


Le 2 DA 


RV Sao (rahe ck, 


AN LOL), 
Git =) (tes) ei Te 
ANT Freeney re 
De Oo) Sas ees 


+ th (xs) (222, + ay fut, 
wh = ula) 23 tar] 
+ P(Ls) LS 


XVII x = 
foal b Eu + Sr 

== (b ET ie BETA ER 

x; 

es == (l — 2b #9 ER oo 


Hehe eS 


+ alaxza' a’, + ax: 


(21) ae, lag 


b= 3,07 un 


paramètre. 


TABLEAU DES SYSTÈMES DIFF 


Solutions du système. 


2 cf, 
20 (e,+0 


DRE (ON Bio Se Ci ) dr 
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ADMETTENT DES GROUPES (suite). 


Groupe admis. 


i= A Xp, V2; Ps 


MPa LD: — Lp; 


P2, LiP1 — Lap» 


a Pp; + À Lip 


i . 
et; Le Pi — Li Ls)» 
Die 2p» 
= | 
o/s | 


Ps P2 Ge LY i [| = 5 ps xp) 


1— £2))2 


ik, L: const. 


Valeurs des Reid non C. 
Conditions nécessaires et suffisantes 
pour que le groupe 
ne comporte pas de transformation supplémentaire 
d'ordre 1, 
vu bien comporte une transformation supplémentaire 
dordre zéro. 


a D 


Gs DA oS = 1) D. (Ope AB; 
A ou B 20 


(ee or J —(x?—S), 


ci h(g—3f)—h, c=Rh(f — 33) —h, 


: ; h’ ; 
h:£<v; et Von n'a pas : — cae ser 


Cot a0 


Pour que \,, existe. /’ et s : const. 


n= 3, ¥ : un paramètre. 
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“tes © ‘TABLEAU DES SYSTÈMES DIFFERE® 


Système différentiel (à une forme C près). Solutions du système. 


XVIII 2 =o Fa 


fonctions de 2.x 
DS fEP A 222,25 hay 
a= a+ aba'a',-+ ya ! 
RIN 2) ef ese hae J, +++, 2 fonctions de xx, 


~ 


e026 Pi: 21 


RER ne yl? 
Ly = OLE + 2H, + YL} 


n= 3, y: un paramètre. 


Systéme différentiel. 


XXI Cale eS 
Sins e" Pik ; i= ox (J 2e k) 
Ki Seong Fis — fig = Vj — 29; (Kk 
Wk ae (J, k= 2, 3) 


1 — ps ! j . 
Rec” ue Da ie) Les o sont fonction de x, 


MAL) eh 


ARLES 

PT hi (pi— py— px) Pha (Ps = 0) 

QF kg 20 - Les f ne diffèrent des © que par une form} 
XM] = fr x 

os ARTE ne 

PRO Pins = EaPfk— EFPIA ER PI; 


Pik,» = 0 Les f ne diffèrent des © que par une form 
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(oe 
+ 
ee 


» 


. | 
ADMETTENT DES GROUPES (suite). 
a _ _——__…_……_——.… .… ……………_…"_… …"_…_….…_.…_…_…"_"_.….…_—_——— 


Valeurs des Ré non C. 
Conditions nécessaires et suffisantes 
pour que le groupe 
Groupe admis. ne comporte pas de transformation supplémentaire 
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n —3, y : un paramètre. 


Conditions pour que le groupe 
Groupe admis. ne comporte pas 
de transformation supplémentaire. 
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Les valeurs initiales des 9, considérées 
comme solutions d'équations diflérentielles, 
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Système différentiel. 
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n—2, G: deux paramètres. 
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n= 2, G : un paramètre. 
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Conditions pour que le groupe 
Groupe admis. ne comporte pas 
de transformation supplémentaire. 
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n-— 3, G : deux paramètres. 
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